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Hyva lukija,

Olen kirjoittanut ndmé muistiinpanot alunperin itselleni ja julkaisen ne nyt yksinkertaisesti
siltd varalta, ettd niistd sattuisi olemaan jollekulle muullekin jotain iloa.

Kyseessa ei ole oppikirja vaan asioita on jatetty pois, oiottu ja yksinkertaistettu sen mukaan
miten olen niitd itse katsonut tarvitsevani ja kuinka hyvin olen muistanut asiat entuudestaan.
Tarkoituksena on ollut lahinni luetteloida erilaisten ongelmien ratkaisutapoja kiytannon (tieto-
tekniikka-)insinoorintyotd ajatellen eikdi niinkdidn osoittaa tai johtaa niitd. En myoskidn viitd
ymmartavani kaikkea kirjoittamaani — mikd on tietysti harmi, silld matematiikka on kiinnos-
tavaa vaikka ainakin itsellini muut tyot ovat aina vieneet ajan ja energian paneutua siihen kun-
nolla.

Tekstid saa kopioida, muokata ja vaikka myydd vapaasti kunhan minut mainitaan alkupe-
raisen version toimittajana ja kerrotaan, ettd alkuperdinen on vapaasti kopioitavaa materiaalia.
Uusin versio 16ytyy osoitteesta:

http://iki.fi/elonen/articles/insimat/

Valituksille finglishistd ja muista muotoseikoista en luultavasti lotkauta korvaanikaan ellei
valitusten mukana tule korjaustiedostoa, silld tdman dokumentin paivittdmiseen kiytetty aika on
aina pois muilta, tarkeAmmilta, asioilta. Tekstiin on epailemattd kuitenkin jadnyt myos varsi-
naisia asiavirheitd — niistd saa mielelldin huomauttaa sdhkopostitse. GNU Diff:114 muodostetut
korjaustiedostot suoraan .tm-tiedostoon ovat tietysti vielakin tervetulleempia.

— JARNO ELONEN
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1 Lineaarialgebra

Tassé kappaleessa kasitelladn 1dhinni reaalisia avaruuksia R™ mutta suurin osa kohdista pétee
myos myos kompleksisille avaruuksille tai vaikka alkiot olisivat funktioita (funktioavaruus).
Oleellista on vain, ettd alkiot toteuttavat lineaarialgebran aksioomat, joiden mukaan mm. taytyy
16ytyd nolla-alkio ja ykkosalkio, jokaiselle alkiolle taytyy olla vasta-alkio, alkion kertominen ska-
laarilla tdytyy kommutoida yms.

1.1 Matriisien perusteet

e transpoosi AT on Am peilaus diagonaalin (livistdjin) suhteen
e sdaanndllinen vs. singulaarinen matriisi: on olemassa kddnteismatriisi vs. ei ole olemassa.
Al3 sekoita saannollistd ja symmetristid (ts. A= AT).
e ortogonaalinen matriisi: M~ = M7 (pystyvektorit ovat kohtisuorassa eli ortogonaaliset)
e ortonormeeratut vektorit: toisiaan vastaan kohtisuorassa (ortogonaalimatriisi) ja normit
(pituus) ovat 1
e rangi tai rankki (rank) eli sadnnéllisyysaste: yhtaloryhmén ratkaisun ei-vapaiden muuttu-
jien maéra eli Gaussin eliminaation tuloksen ( é 109 } Zb’l ) yksikkdneliématriisin I koko.
2
e lineaarikuvaus on funktio, jolle a) f(z) + f(y) = f(z + y) ja b) Af(x) = f(Az) ja koska
molemmat pitavit paikkansa matriisikertolaskussa: f(z)=Fz kun x € R™.
e lineaarikuvauksen ydin (kernel) on Fx = o:n ratkaisujoukko.
e avaruuden dimensio: vapaiden muuttujien miiri, esim. R?1le 2 ja R3:1le 3.
e lineaarikombinaatio tai -yhdistely on vektoreiden painotettu summa. Ali sekoita lineaari-
kombinaatiota lineaarikuvauksen kanssa!
e lanta: n kappaletta avaruuden R™ lineaarisesti riippumatonta vektoria (mitkd tahansa).
Sanonta: "koordinaatit kannan B suhteen".
e luonnollinen kanta: avaruuden R™ vektorit I, x, (eli tavallinen koordinaatisto).
e matriisin normi on miki tahansa erddt ehdot tayttava skalaari-"mittari” matriisille. Tassa
kolme tarkeints (vastaavista vektorinormeista johdettua) matriisinormia:
| A]|2 = y/max (ominaisarvot( AT A))
|All1=max;—1 (>, |ai;|) = max (absolute column sum)
|[Alloc =max;—1. . (Y7, |aji|) = max (absolute row sum)
1.1.1 Tulo

Matriisien tulo tapahtuu "kertomalla rivit sarakkeisiin" ja AB = C':ssi, C:n korkeus on A:n kor-
keus ja leveys B:n leveys. Jos A:n leveys # B:n korkeus, tulo on maarittelem&ton. Esim:

a b ag + bh

c d <Z> = cg +dh

e [) o eg+ gh

3x2 3Ix1
a b c lgz . ag+bh+ci
de f . ~ \dg+eh+ fi
2x3 v 2x1

3x1

Toisin sanoen: matriisi X vektori -operaatio on siis matriisin leveys -kokoisen vektorin kuvaus
matriisin korkeus -kokoiseksi vektoriksi.
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. b
Pystyvektorien pistetulo @ -b =@ ||b |cos(@, b ) = atb=(ap a1 ..) ( b?)

1.1.2 K3ainteismatriisi

Masritelma: MM ~' =T A M~'M = I. Vain nelidmatriiseilla voi olla kiinteismatriisi niillikin
vain joss sarakkeet /rivit ovat lineaarisesti rippumattomia (sama asia). SEAntoja:

(M~Y)~' = M

-1 _ 1 -1
(AM)H = M
(AB)~! = A-'B~!
(MT)—l — (M—l)T

Kaanteismatriisin voi laskea Gauss-Jordan-algoritmilla (ks. alempana)...
u }ou }

c 00| J K
v f ~=V010/M
7 01| P

Q@ Q.9
>0 o
OO =
o= O
»—AOCJ
OO =

NO"
Q R

...tal hitaasti determinantin (ks. alempana) avulla (Cramerin sddnté):

e f| _|df d e
a b c 1 + h 1 ‘gi +’g h
_ —1_ _|bc a c _|la b T
M={de f|=M'=qns ERIR ‘0
g h i + b ¢ _la c 4la b
e f d f d e
2x2-kokoiselle matriisille Cramerin s&&ntd tosin on vield selvdsti helpompi: M = ( é g)_l =
1_ 1 D -B
M= =35= BC(—C A )

1.1.3 Gaussin eliminaatio
Yhtaloryhmé Az =b kirjoitetaan matriisiksi...
u }
Anxi+Apze+ Aiszz=b A Aip Ais |by

A1 1+ Aga o+ Asgxg=ba=V Aoy Aoy Aoz | b2~
Azyx1+ Asp o+ Agz x3 =b3 Asy Asy Ass | b3

...ja vadnnetddn sitten ylikolmiomuotoon vihentdmailla "nykyinen" rivi alemmista riveistd aina
kerrottuna yldnurkan sopivasti kerrotulla tukialkiolla...

u }oou }oou }
Aq1 Ap Az | by A A A1z by A Aig Az | by

v Aoy Aos A23 by~ =V 0 C D |E-=V 0 C D |E™
Az Aso Ass | bs 0 F G |H 0 0 I J

...ja soveltamalla sitten alhaalta ylospain perdkkdisid sijoituksia tai toistamalla eliminointi
alhaalta ylos, jolloin saadaan yksikkématriisi (kuten Gauss-Jordan:ssa). Huom:

e rivin vaihto ei muuta tulosta
e sarakkeen vaihto muuttaa muuttujien jarjestystd =-kirjanpito tarpeen

e Tulosrivi 0 =0 EI tarkoita, ettd ryhmé olisi ratkaisematon vaan se poistetaan ja tulkitaan
jaljelle jaaneitd rivejd yhtdloryhmana

e Ristiriitainen tulosrivi (esim. 0=4) tarkoittaa ratkaisematonta ryhm&a
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e Jos tuloksia on ddrettomasti, esitetdan ratkaisu vapaan muuttujan (tai useamman) avulla:
0 1 o = - T
z<2>+7'< 0 >eli T 2
1 7 x3 = 1477

1.1.4 Determinantti

Determinantti on  nelidmatriisin =~ vektorien —m&irddmin  suoran/suunnikkaan/sirmién
pituus/ala/tilavuus (ja vastaava luku moniulotteisemmille avaruuksille). Yksinkertaisin tapaus,

2 x 2-determinantti on helppo laskea: det( : Z) = Z ’ =ad — bc. Yleisid sdantoja:

e rivin/sarakkeen vaihto muuttaa etumerkin

e determinantin kertominen skalaarilla kertoo yhden rivin tai sarakkeen: A i Z ’ = Aca Adb ’
: : 3la b _|Xa Nb|_| a b .
ja esim. A cd‘i N N2g f‘)\gc /\3d’3ne.

e rivin/sarakkeen lisadminen toiseen skaalattuna ei muuta tulosta (= Gauss toimii)

e transponointi ei muuta determinanttia (ts. det(A)=det(AT))

o det(AB)=det(A)det(B)

o det(M)+# 0= sarakkeet/rivit ovat lin. riippumattomia = on olemassa ki&nteismatriisi

Ison determinantin voi laskea vadntaméilla se Gaussin algoritmilla ylakolmiomuotoon ja laske-
malla ldvistdjan tulo...

=abc

S O e
[elES
[SUNRESEEEN]

...tal hitaammin alideterminanttikehitelman avulla minks tahansa rivin tai sarakkeen suhteen...

d f
g i

a cC

S| —h-
g i

a c
+e- d f

b c
e f b~'
h i

Q a8

...Inissé termien etumerkit madraytyvat elementin koordinaateista nain:

o+ -+
(_ 1)z+] = - 4+ —
+ -+
Vektorien ristitulo @ x l;:|c'i |\5|Sin(d,5)é’ = ;0 ajl ,missi &€ L@, b
bo bi ...

1.1.5 Kanta

Avaruuden R" kanta (koordinaatisto) muodostuu mistd tahansa n:sté, lineaarisesti riippumatto-
masta vektorista. Luonnollinen kanta on "tavallinen koordinaatisto" {(1 0 o ..)%,(0 1 0 ..)T
(001 .. )T,...}. Kannan vaihto luonnollisesta kantaan {b;(=b114 + b1aj +...), ba, ..., b, } on...

3

biZ1+boto+... = zeli
bll b21
blg Zfl + b22 ng = zel
b11 b21 fl T
b12 b22 :fg = T2 eli
Bt = z&

H)

oy
L~

s
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...eli tehdain kantamatriisi B pystyvektoreista b;_, ja ratkaistaan & - tai jos halutaan kannan-
vaihtomatriisi, lasketaan B:n kdanteismatriisi.
1.1.6 Gram-Smidth-ortonormalisointi

Kanta on ortonormaali, jos sen kaikki vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja jokainen
vektorin on 1:n mittainen (kuten luonnollisella kannalla). Minkd tahansa kannan voi pakottaa
ortonormaaliksi Gram-Smidth ortonormalisointi-algoritmilla. Sitd kdytetadn erityisesti numeeri-
sessa laskennassa hieman “epavireeseen” menneen kannan korjaamiseen. Merkitdan alkuperaisia
vektoreita w,, ja uusia v,:

1. merkitian i =1 ja v] =w; ja aloitetaan kohdasta 3
2. vihennetdin 7:nnests vektorista kaikkien jo ortonormalisoitujen vektorien projektio: v; =
i—1
wi— 3307 (wi-vj) vy
3. normalisoidaan i:s vektori: v; = %

4. Lisatadan i:t4 yhdelld eli siirrytddn seuraavaan vektoriin. Jos ¢ < n, jatketaan kohdasta 2.

1.1.7 Ominaisarvot ja -vektorit (eigenvalues & vectors)

Neliomatriisin ominaisarvon mairitelma: A z = A z, eli koska A:lla transformointi ei muuta
ominaisvektorin x suuntaa (paitsi ehkd negatoi), transformaation voi (kaikille :n suuntai-
sille vektoreille) tiivistdd skalaariksi: ominaisarvoksi A\. Koska Az = Az < (A — A1) x = o, 16ytad
ominaisarvot ratkaisemalla det(A — A I) =0 ja -vektorit ratkaisemalla tuloksen perusteella yhté-
16ryhmé (A — A1)z =o. Siis:

1. laske det(A — A1) eli A:std riippuva A:mn karakteristinen polynomi
2. ratkaise polynomin juuret (eli A:n ominaisarvot)

3. muodosta nyt tunnetuista ominaisarvoista yhtaloryhmét (A — A\, I) x,, = 0 ja ratkaise x,,:t
(Huom: matriisi (A — A\, I) on singularinen, joten x,:t eiviit ole yksiselitteisié, vaan ne voi
skaalata mielivaltaisella vakiolla)

Matriisin on diagonalisoituva, jos silli on n ominaisarvoa. Diagonalisoitu matriisi on koottu

ominaisarvoista: A = ( Y ) . Vastaavasti sen similariteettimuunnos(-matriisi) on koottu
ominais(pysty)vektoreista X = (2, =, - ). Matriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa T
siten, etti AT =T B, joten A ja A ovat aina similaariset: A X = XA < X~ 'A X = A. Esimerkki
ominaisarvojen laskemista, diagonalisoinnista ja similaarisuuden hyédyntamisestd on seuraavassa
kappaleessa.
1.1.8 Matriisifunktiot
Matriisifunktiot on méaritelty n x n-nelidmatriisille seuraavasti:

n—1

fA) = > a,Ar
r=0

...josta a,:t voi laskea ominaisarvojen avulla, silla:

Fa) = Y aNi=

r=0
1 Xo A3 ag f(Xo)
IEPYEPY, a1 = f(\)
1 X2 M Q2 F(X2)
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Toisaalta, jos ominaisarvot eivit ole moninkertaisia , voi saman laskea
diagonalisoinnin avullakin:

f(Qo) '

'. f()‘n—l)
flA) = Xf(A) X~

=
z
I

Tilld tavalla voidaan laskea esim. matriisieksponentti exp(A) =e?(= X e X 1), sin(A), mieli-
valtaisen suuri matriisipotenssi A" tai vaikka neligjuurimatriisi (M?= A). Esimerkki:

1=(3) e = (8 )

=0 = N=3\=-1

88574 88573

2 1)\‘
A3 0 o JA=3)zu+229 =0 = wn=an
0 —1 2291+ (1 —3)xe2 =0 = woo=—x9;
11 11
X:<1 —1> e XT=lE A
2 2

LAl All -l ( 88573 88574 )

3
N A voavo1 (102 99
¢ (o e_1> — ef=AeX ’“<9.9 10.2

Huom: matriisin derivaatta ja integraali lasketaan kuitenkin ottamalla ne erikseen jokaiselle
alkiolle.
1.2 Vektorit ja analyyttinen geometria
1.2.1 Vektoritulot
b
e Pistetulo eli skalaaritulo eli sisitulo a-b=|a||b|cos(a,b)=aTb=(ao a ..) ( by ) .

e Yhdensuuntaisuus: a L b<a-b=0
e Skalaariprojektio: a:m pituus b:1la on (lle'
o Ristitulo eli vektoritulo a x b on madritelty vain 3-vektoreille:

(Huom: sanotaan, ettd ristitulomatriisi A* saadaan a:sta ristioperaattorilla)

axb = |a||b|sin(a,b)€ ||€ La,bjalé|=1
= |az ay a.
by by b,
0 —a. ay
AX b= a, 0 —ag |-b
—ay Ay 0

. . X b
e Suunnikkaan ala: Agyunnikas = |@ X b|, kolmion ala = Ayomio = la . Ny
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e Skalaarikolmitulo: abc =a-bxc=a xb-c.

Sarmisn tilavuus: |abe |, tetraedrin tilavuus: 2251
. . . . -7 am bm CI
Huom: alat voi laskea myos determinantilla: |abc | =] ay by, by, |.
ay by b

1.2.2 Suora
. o L N
e Parametrimuoto: p = py+ 78, missd § on suoran suunta

e Normaalimuoto: koska jokainen pg:sta pisteeseen johtava vektori on kohtisuorassa nor-
maalia vastaan, on R?:ssa:

(B —Po) - T=0elinz+noy=7 -7 eli ax +by=c, missi a, b ovat 7i:n kompo-
nentit ja ¢ on normaalin ja Py:n pistetulo (eli Fy:n projektio 7i:lle, suoran siirto ori-
gosta).

e Painopistekoordinaatit: § =apy+ bp1, missd a+b=1

Jos a>0Ab>0, piste on po:n ja pr:n vilissa. Keskipisteessi a=b=1/2.
e Suoraparvi on usemman suoran ryhma ja suoraviuhka kulkee tietyn pisteen 1api.

e Avaruudessa R® suoran voi esittds parametrimuodossa tai kahden tason leikkauksena:

{ﬁa(ﬁﬁa)o
iy (§ —P,) =0

1.2.3 Taso
e Parametrimuoto: § =Py + 08 + 71, missd tietysti 3 §T

e Normaalimuoto: koska jokainen pg:sta pisteeseen johtava vektori on kohtisuorassa nor-
maalia vastaan, on (R3:ssal): (B — Po) -7 =0 eli n1x +nay+nzz =1 - Py eli
axr+by+cz=d, missa a, b, c ovat 7i:n komponentit ja d on normaalin ja pg:n
pistetulo.

e Painopistekoordinaatit: vektoreilla § = a (B; — Py) + b (P — Do) tai § =a Py + b p1 + ¢ Py,
missd a+b+c=1.

Annetun pisteen sijainnin p-pisteiden muodostamaan kolmioon nahden voi paatells
painokertoimien merkista - kolmion sisilld se on " + + + ". Kolmion painopisteessia a =
b=c=1/3.

1.2.4 Tetraedri
e Tetraedrissd on 4 tahkoa ja 4 kirkipistettd ("kolmiopohjainen pyramidi"):

e Kun kirkipisteista po, p1, p2, ps johdetaan kolme sdrmévektoria (p1 — po), (p2 — po), (p3 —
po) saadaan seki kanta, ettd auki kertomalla painopistekoordinaattiesitys:
P=aPy+bpL+ cPy+ dpsz missi a+ b+ ¢+ d=1. Kuten 3D-tason ja 2D-suoran
tapauksissakin, painopisteessi on a« =b=c¢=d=1/4 ja annetun pisteen paikan tetraedrin
suhteen voi paatelld a, b, ¢, d:n etumerkeistd — tetraedrin sisalla se on " ++ ++".

1.2.5 Projektio

o  Yhdensuuntaisprojektion maarittda projektiotason normaali n ja projektiosditeiden suun-

. n-x . e . 1
tavektori s. Laskukaava: '/ = x — —— ¢ tal matriisina '=Px, P=1— —S n”. P on

yhdensuuntaisprojektio joss P = P2.
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e Jos suuntavektori on lisdksi kohtisuorassa tasoon ndhden, on kyseessa ortogonaalinen pro-
jektio (joss P= PT).

1.3 Homogeeniset koordinaatit

projektiivinen taso, projektiivinen avaruus, Pappuksen lause, projektiviteetti, kiintopiste

Euklidisen tason R? pistettd p = {x, y} vastaa projektiivisen tason PP? piste, eli homogee-

1 P 1 A
ninen koordinaatti P = ( @ ) = ( Py ) ﬁ( Py/Po > ﬁ( Az ) = {z/X, y/A}. Grafiikkkakirjoissa yli-

Y Py P2/ Py Ay
maarainen ("nollas") elementti kirjoitetaan usein viimeiseksi: [x,y,w].
J W

Sekdi affinitransformaatiot (siirto, peilaus, rotaatio, skaalaus, skew) ettd projektio ovat
homogeenisissa koordinaateissa palautettavissa (projektiossa z = 0 aiheuttaa tavallisen pisteen
muuttumisen idaalipisteeksi, z = oo ideaalipisteen muuttumisen tavalliseksi ja lopuissa z koo-
dautuu w:hen) — siitdké lienee nimi "projektiivinen taso"? Molemmat voidaan esittdd esim.
P3:n tapauksessa 4 x 4-matriisilla.

1.3.1 Ideaalipisteet, -suorat ja tasot

Pystyvektorilla esitetdiin pisteitd ja vaakavektorilla (transponoiduilla) suoria: w? = (wy wi ws ).

0
Suoran tavallinen yhtalé on wix + wsoy + wo = 0. Ideaalipisteet ( 51> ovat kuviteltuja "&aret-
&2
toman kaukana sijaitsevien samansuuntaisten suorien leikkauksia", toimivat laskennassa aivan
kuten muutkin pisteet ja sijaitseva ideaalisuoralla (1 0 0)7 (tai projektiivisessa avaruudessa P3

ideaalitasolla).

1.3.2 Duaalisuus ja lauseiden dualisointi

Projektiivisen tason pisteet ja suorat ovat duaalisia eli niitd koskevissa lauseissa sanan "suora'
ja "piste" (IP3:ssa "taso" ja "piste") voi vaihtaa keskendin (eli lause voidaan dualisoida):

e suora kahdesta pisteesti: w’ = p; x po / (leikkaus-)piste kahdesta suorasta: p=w{ x w3 .
e piste on suoralla / suora on pisteells: w p=1 -7 =0

e pisteet samalla suoralla: | p; py .. | =0 / suorat yhdensuuntaisia: | wy, ws ... |=0

1.4 Kuvaukset (transformaatiot)

1.4.1 Lineaarikuvaus

Lineaarikuvaus tai tuttavallisesti matriisikertolasku f(z) = A « (ilman homogeenisia koordinaat-
teja), on méiritelty kahdella ehdolla:

e flo)+fly)=flz+y)
o M\f(z)=f(\r)

Lineaarikuvauksen ydin (kernel) on A x = o:n ratkaisujoukko.

Yleisid lineaarikuvauksia:

SO w
o n O

»w O O
SN———

sy, 0 O
o Skaalaus: A= ( 0 s, 0 ) tai symmetrisessa (uniform) tapauksessa A = (
0 0 s,
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e Kierto (rotaatio): rotaatiomatriisilla < ortogonaalisella matriisilla on aina det(4) = £+ 1
(1 = oikeakiitinen, — 1 = vasenkiitinen) ja yksi ominaisarvo A = 1. Kyseistid ominaisarvoa
vastaava ominaisvektori on rotaatioakseli (koska M:m ominaisvektori = vektori, jonka
suunta ei muutu M:114 kerrottaessa). Toisaalta on:

— akseli + kulma: A(z, w) = I + X* sin(w) + (X*)? (1 — cos(w)), missd
0 -z T
XX:< 2 02—;0>,kun|x|:1

— X1 o 0
] o in jo ke
—  kolme akselia: A(i, j, k)= i, 5, ky
iz . ke

1.4.2 Affiniteetti (affinikuvaus)

Affiniteetti on kahden tason (R?) tai avaruuden (R3) vélinen kuvaus z' = A x + b. Tasot/ava-
ruudet, jotka saadaan affiniteetilla toisistaan ovat affinisia.

Suunnikkaan pinta-ala tai yhdensuuntaissdrmion tilavuus kertoutuvat affinikuvauksessa
det(A):1la.

Projektiivisessa avaruudessa/tasossa affiniteetin voi kuvata matriisikertolaskulla:

1 0 0 0
by A1 Ap A
_ T ’_ z A11 A2 A1z
xf(lmyz) = x'= b, Asi Asy Aoy x

b, As1 Az Ass

tai
A Az Az by
Aoy Aoy Aoz b
_ T ’_ 21 A2 A23 0Oy
x—(myzl) = x'= Ay Asy Ags b, x
0 0 0 1

1.5 Matriisien sekalaisia sovelluksia

1.5.1 Pienimmiin nelidsumman sovitus (least squares fit)

Jos yritetddn sovittaa n-kertoiminen funktio y(z) = f(x, ag, ..., a, ) lilan moneen havaintoon x —
y (k kappaletta, k > n), saadaan sijoittamalla havainnot x polynomiin ylimddrdtty yhtiloryhma:

A - u = y , missi A=sijoittamalla saadut kertoimet, u= (4o .. a, )T ja y funktion havaitut

kxXn mnxgq kx1

arvot. Pienimmdn neliosumman sovitus: haetaan A:lle nelidmatriisi M = ATA, y:lle pienempi
nXxn

vektori b= ATy ja ratkaistaan Mu =b tavalliseen tapaan.

1.5.2 Markovin ketjut

Markovin ketju (Markov Chain) on joukko tiloja, joiden vilisten siirtymien todenndkodisyys ei
riipu toteutuneesta siirtymé-historiasta. Yksi kitevd esitystapa on stokastinen matriisi: nelio-
matriisi, jossa jokaisen rivin summa on 1. Esim:

Lyhyt mies saa lyhyen pojan todendkoisyydelld 0.75 ja pitkdn todennikdisyydelld 0.25. Pitks

taas saa lyhyen todenndkéisyydelld 0.1 ja pitkdn varmuudella 0.9. Lyhyitd ja pitkid on aluksi
0.75 0.25
0.1 0.9

saman verran: ¥ = ( 0.5 0.5). Stokastinen matriisi M = (
) = ( 0.425 0.575 ), kolmannen sukupolven jakauma on u M? jne.

0.75 0.25
0.1 0.9

). Toisen sukupolven jakauma
onuM=(05 05)(

Stokastisella matriisilla on aina ominaisarvo 1 ja stabiili tila darettdméan monen siirtymén jal-
keen voidaan laskea diagonalisoimalla.
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2 Differentiaalilaskentaa yleisesti

2.1 Differentiaali

Differentiaali on funktion linearisaation (yhden muuttujan funktion tapauksessa tangentin,
kahden tapauksessa 3D-tason jne.) kasvun maird muuttujansa/muuttujiensa muutoksen suh-
teen. Esim. dy = f'(xz) Az. Jos y = z, saadaan kaavasta dx = f'(x) Az =1 Az eli da = Ax.
Siksi voidaan kirjoittaa dy = f/(x) dx. Huom: differentiaalin ei valttamatts tarvitse olla pieni,
koska kyse on linearisaation kasvusta (siis esim. f'(z) Az eiki f(x + Ax))!

Kahden muuttujan tapauksessa differentiaali on méaritelty osittaisderivaattojen avulla seu-
raavasti: d f = % Az + g—; Ayelidf= % dz + g—]; dy ja samalla tavalla useammille muuttujille.
Differentiointi (vs. derivointi) tarkoittaa differentiaalin (siis esim. dy = f'(x) dz) laskemista

ja siind kiytetaan derivointia (tai osittaisderivointia) ja jos halutaan arvo, eikd kaavaa, z:n
muutos dz (=Ax). Esim. jos Ar=0.2, Ay=—0.1, f(z,y) =22y, niin

df(z,y) = %dsz%dx:(Qyz)Aer(zQ)Ayé

df(1,3) = (2:3-1)-0.2+(12)-—0.1=1.1

2.2 Jacobian-matriisi

Jacobian-matriisi on usean muuttujan vektoriarvoisen funktion derivaatta eli kdytdnndssd mat-
riisi, joka sisdltdd funktion tulosvektorin y jokaisen elementin (m kpl.) derivaatat jokaisen
sisddntulevan vektorin @ elementin (n kpl.) suhteen:

dy = Df(x)dx
dyo ... Oy
Yo / %ﬁ axi \ dxg
g om0 | \
y k axo an } *
Jacobian-matriisille mm. pétee ketjusdintd D(f o g)(x)= f(g(x)) D(g(x)).

Huom! &la sekoita Jacobian-matriisia yhtaloryhmien implisiittisessid derivoinnissa kiytetté-

OF OF
; : s OFLG) e || B R
vaan Jacobian-determinanttiin ey oG o6 =g al
£ 'y

2.3 Monen muuttujan ketjusiaanto
Yhden muuttujan ketjusddnnén D f(u(x)) = f'(u(z)) u(z) yleistettyja versioita:
e Jos z= f(z,y) ja x ja y riippuvat molemmat muuttujasta ¢ (eli x =u(t), y=v(t)), on:

dz_ 02 du | 02 dy
dt  Oxr dt 0Oy dt

e Jos z= f(z,y) ja z,y riippuuvat kahdesta muuttujasta s,t (eli z =wu(s,t), y=v(s,t)), on:

9:_ 000 020y
0s Or Os Oy Os
9:_ 0z 0w 0z 0y
ot Ox Ot Oy Ot
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3 ODEt - ’tavalliset” differentiaaliyhtalot

Tiivistelmé: lineaariselle, 1. asteen ODElle on ratkaisukaava, samoin kuin (vakiokertoimiselle)
ryhmélle niitd. Muissa tapauksissa Laplace-muunnos on usein kitevin tapa ellei likiarvoratkaisu
riit4.

Téassa kappaleessa kiytetddn vapaana muuttujana valilla z:34 ja valilla t:ta — 414 hdmadnny.
Kirjain ¢ on yleinen kiytdnto, koska differentiaaliyhtalitd kaytetddn usein ajasta riippuvien
ilmididen mallintamiseen.

3.1 Peruskisitteita
e Tavallinen differentiaaliyhtils: y= f(x) (yhden muuttujan funktio)

o Kertaluku (tissa k): f(z, y, v', y", v", ..., y®)) = 0, ts. monenettako derivaattaa funk-
tiosta 16ytyy

o FEksplisiittinen ODE': yhtaloé on muodossa y = f(x, y) (eikdl esim. xy' =2y)

e Oesittaisdifferentiaali: w = f(x, y) on differentiaali yhden muuttujan suhteen (monen
muuttujan funktiossa)

e VYieinen ratkaisu vs. erityisratkaisu/erikoisratkaisu (eng. particular/special solution)
o  Alkuarvo-ongelma: maaritelty y:n ja derivaattojen arvot yhdessi pistessi

e  Reuna-arvo-ongelma: madritelty y:n ja derivaattojen arvot kahdessa pisteesséa

3.2 Yksittaisen ODEn tarkka ratkaiseminen

3.2.1 Separoituva: integrointi puolittain

ODE on separoituva, jos x ja y ovat erotettavissa eri puolille yhtdlod kohtelemalla differentaalia

drmn dy:n osamiirani:
d
LT [aty= [

9(y)
Kun molemmat puolet on integroitu, ratkaistaan y. Toisinaan vakiofunktio y(z) = yo tuotta,
esim. tapauksessa: 3—1 = f(z)g(y) kun g(yo) = 0 . (Huom: separoituva ODE on itse asiassa

eksaktin ODE:n erikoistapaus M, =0=N,)

3.2.2 Tasa-asteinen: muuttujan vaihto
ODE on tasa-asteinen, jos sen voi saattaa muotoon y’ = f(%), jolloin sen voi ratkaista vaihta-
malla Z:n ja y'm seuraavasti:

~—

= y'(x)=1 z(x)+x- 2'(z)eli
2=2 = y'=z+x2

SEES

Vaihdon jilkeen yhtdlé on separoituva. Ratkaistaan z saadusta yhtalostd z + x 2/ = f(2), sijoite-
taan takaisin z = y/x ja ratkaistaan y. Huom. triviaaliratkaisu: z = zg, jos f(zo) — 20 =0.

3.2.3 Eksakti: osittaisderivointi
ODE on eksakti, jos se on muotoa M(z, y)dx+ N(z,y)dy =0 eli M(z,y) + N(z, y)y' =0 eli

d M(x,y) s . . 9 )
d—i =— N((z 5)) ja on olemassa funktio f(z,y), jolle 6—£ =M(z,y) A @f =N(z,y). o
Jos M ja N ovat tiedossa, eksaktiuden voi tarkistaa kaavalla M, = N, eli = o (kylla,
derivaatat "menevit ristiin" aiemman kanssa) ja ratkaista seuraavasti:
flz,y) = /M(m, y)dx+ g(y) || 9(y) korvaa integrointivakion
———
Q(,y)

N(z,y) = fy(z,y) = Qylz,y)+4'(y)=

gly) = /N(:c, y) — Qy(z, y)dy H muistanyt + C'
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Lopuksi ratkaistaan y yhtalosta f(z,y) =0. Ideana on siis soveltaa perdkkiin

W) — pa,y)
ja

of(z,y) _

8—y = N(z,y)

3.2.4 Eksaktiksi muuttaminen: integroiva tekija

Jos ODE:n voi muuttaa eksaktiksi kertomalla funktiolla w(z, y), on v ODE:n integroiva tekijd.
Sellaisen voi 16ytda systemaattisesti jos se riippuu vain joko x:std tai y:sté:

1 M, — N,

u(,ﬁE) dU. = TdX
tai
1 Ny — M
—— du = =2 _"7Y9
u(y) Mo

Seka, y:sté ettd x:std riippuvia tekijoitakin voi olla, mutta niitd ei talla kaavalla 16yda.

3.2.5 1. kertaluvun lineearinen ODE: yleinen ratkaisu

e Homogeeninen (y’ + p(x) -y =0, ts. ei y:std riippumattomia termejs) separoituu. Yleinen

ratkaisu: y = Ce /P ja vakiokertoimiselle (y'+ay=0): y=Ce % missia C on mieli-

valtainen vakio (integrointivakio).

Johto:

%—i— (x)-y = 0&
édy = —plx)dx=
1
/Zdy = —/p(ac)dx:>
Inly| = —P(z)+C=
y —P(z)+C _ eéefP(z) — (e P@

e Homogeenisen (mutta ei epahomogeenisen) ODEn erikoisratkaisujen lineaarikombinaatio
on myds ratkaisu = yleinen ratkaisu on y = ¢; y1 + ¢2 y2. Sanotaan, ettd (yi1, y2) on rat-
kaisun kanta kun {y,} ovat lineaarisesti riippumattomia. Funktioiden lineaarinen riippu-
mattomuus selvidd, kun lasketaan Wronskian-determinantti (esimerkin vuoksi kolmella

u
funktiolla): | w’ v’ w’ |, joka on 0 joss funktiot ovat lineaarisesti riippuvia.
'U.” ,U// w//
e Ei-homogeeniselle (y' = p(z) - y + q(x)) on aina integroiva tekiji: /P, Jos p(z) =a eli
vakio, on yleinen ratkaisu y(z) =e** [e~ x)dt+ ce’”.

3.3 Yksittdisen yhtadlon likiarvoratkaisut

3.3.1 Suuntakenttid - erikoisratkaisu graafisesti

Valitaan sopiva ruudukollinen (x, y) € R, ratkaistaan ODEsta kullekin ruudukon pisteelle y’ =
f(x, y) ja piirretdén vastaava nuoli tai viiva. Alkuarvo-ongelman ratkaisun voi hahmotella seu-
raamalla kenttdd alkuarvopisteests. Tietokoneella voi kiyttdsd tdmén (huonon) ns. Eulerin
menetelmin sijaan vaikkapa 4. asteen Runge-Kuttaa.

Isocline (tasa-arvokiyrd) on jokin y’:n suhteen vakioarvoinen kiyra suuntakentdlls (esim. ns.
nullcline eli kiyra y'=0).
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3.3.2 Picardin iteraatio - approksimoiva algebrallinen erikoisratkaisu

Picardin iteraatiolla saadaan tarkentuva approksimaatio alkuarvo-ongelman y'(z) = f(z, y(x)),
y'(w0) = yo ratkaisulle

do(x) = o
buir(z) = do+ / F(t, on(t)) dt

...eli joka askeleella integroidaan valilli xo...x funktiolle f(x, y), missd = on korvattu ¢:1l ja y
edellisen iteraation tuloksella.

Ratkaisun olemassaolon testaus suljetulla vililld eli Picardin lause: jos y' = f(x, y) on jat-
kuva laatikon |x — zo| < a A |y — yo| < b sisdlld, iteraatio suppenee yksikésitteiseen ratkaisuun
valilld |x — xo| <min {a,b/M }.

3.4 2. asteen ODE

Muotoa f(y”, y’, ) = 0 oleva ODE ratkeaa muuttujaa vaihtamalla: u(z) = y(z)’. Korkeamman
asteen ODEn voi talla tavalla muuttaa ensimmaéisen asteen ODE-ryhmaksi jonka voi sitten rat-
kaista vaikka Laplace-muunnoksella tai ominaisarvojen avulla. Esim:

ay” +by"+cy' +dy+e=0|y=y(x)=

y'=u
y{:yz
y£=y3

ays=—bya—cyr1—dy—e

Toisen asteen homogeenisessa tapauksessa: ay” + by’ +cy=0= ( u ) = ( B S/a B ;/a ) ( . ) .
3.5 1. asteen lineearinen homogeeninen ODE-ryhmi

Ryhmaé voidaan esittad matriisimuodossa:

i
I Agy=( Y1) = @11 12 Y1
Y Y <y£> (azl (122><y2
Matriisin e

t sarakkeet ovat ryhmén erikoisratkaisuja ja kun yo on vektorillinen alkuarvoja, y =
yo e on alkuarvo-ongelman ratkaisu. Yleinen ratkaisu saadaan my6s suoraan ominaisarvoista
ja -vektoreista jos ne ovat erillisis (ei-moninkertaisia) tai A on symmetrinen:

An

A

yt)=crxieM +azee+. tepane

...missé ¢, ovat mielivaltaisia vakioita, A, matriisin A ominaisarvoja ja @, niiti vastaavia omi-
naisvektoreita. Kaksinkertaisen ominaisarvon tapauksessa toinen ratkaisu saadaan kaavalla

yo(t) =tz +cert, missi (A—pl)e=x1 ja p=XA. ( onko varmasti p= A7)
Epiahomogeenisessa tapauksessa y(t)’ = A y(t) + f(¢) ja erikoisratkaisun saa kaavalla y, =
e e At F(t) d t. ( : saako yleisen ratkaisun lisiamalld ¢ et ja miki silloin on ¢?)

Yleisen saa (muun muassa) ODE:n diagonalisointimenetelmdlla: ratkaistaan ensin uuden yhtilo-
ryhmin, 2’=A z+ g (A on A:n diagonalisoitu versio eli ominaisarvomatriisi ja g = X ~! f, missi
X on vastaavista ominaispystyvektoreista koottu matriisi), diagonalisoinnin ansiosta nyt toisis-
taan riippumattomat, yhtlst yksittdisen yhtilon ratkaisukaavalla z;(x) = e*® [ e~ %g;(z) d t +
c; e ® (tai vaikka Laplace-muunnoksella) ja sitten “epadiagonalisoidaan” tulos: y = X z.

3.5.1 Vaihekuvaaja
Kahden muuttujan lineaariselle 1. asteen ODE-ryhmaélle voidaan piirtda kaksiulotteinen vaiheku-

vaaja, jossa on parvi erikoisratkaisukayria: ( Z;Eg ) Kohtia, joissa yi = 0, y5 = 0 sanotaan tasa-

painopisteiksi (myds: kriittinen piste). Homogeenisessd tapauksessa piste on aina (0, 0). Tasa-
painopisteiden luokittelu riippuu A:n ominaisarvoista:

e Piste on stabiili jos molempien reaalinen osa on < 0, muuten epdstabiili. Jos ne reaaliosa
on nolla, piste on attraktiivisesti stabiili (piste on napa tai spiraali ja lahiston ratkaisut
padtyviat siithen) ja muuten oribitaalisesti stabiili (1dhiston ratkaisut pysyvit pisteen
lahelld kun t — o).
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e Lahiympéariston kdytoksestd voidaan sanoa enemmainkin: reaaliset ja samanmerkkiset =
napa (stabiili = sisdénpéin tai epastabiili = ulospéin), reaaliset ja erimerkkiset = satula-
piste (kaksi kiyraa sisaan, kaksi ulos, muut “hipovat”), Re(A;) = Re(A2) = 0 = keskus (soi-
kion tai ympyréin) ja A\; = Ay =0 = spiraali (sisdsin tai ulos).

ODEn linearisointi mahdollistaa myods epélineaarisen ODEn tasapainopisteiden luokittelun:
yhtéloiden =’ = F(z, y), y' = G(x, y) tasapainopiste F(a, b) = G(a, b) = 0 luokitellaan matriisin

( gz((’; l;)) gz((’; l;;) mukaan em. tavalla paitsi, ettd 1) ympyrépisteet voivat olla myos spiraaleja

ja 2) tapaus Im(A1) =Im(A2) =0 A A; = A2 voi olla joko spiraali tai napa.

3.6 Laplace-muunnos

Laplace-muunnoksessa differentiaaliyhtals (tai -ryhmé) muunnetaan ensin aika-alueesta s-tasoon
(kirjoitetaan: L(f(t)) = F(s)), ratkaistaan sitten saadusta yhtdlostd F ja tehdddn lopuksi kidn-
teismuunnos (kirj. £71(F(s)) = f(t)). Usein kiifinteismuunnosta varten tarvitaan osamurtokehi-
telméd. Tulos pétee (tassd annetulla madritelmalld) vain alueella ¢t > 0! Alla muutamia tér-
keimpis muunnoksia:

_ _ o0 —st . T .
F(@t) = F(S)=L(f(t)=[, e *'f(t)dt £:n maaritelmi
f+g — F+G
af <~ aF
1'(®) — sF—f(0) Derivointi
() = s2F—sf(0)— f'(0) 2. derivaatta
Jo f(t)dt = -F Misritty integraali
tf(t) — I Derivointi taajuusalueessa
f(at) = %F(s/a) t:n skaalaus
fa — FxG Konvoluutio, fg ft—2)g(z)dz
fxg — FG Konvoluutiolause toiseen suuntaan
o(t) = 1 Diracin delta”funktio”, f; (t)ydt=1
u(t)=1 = % Heavisiden askelfunktio (1,kunt >0)
et f(t) <— F(s—a) Siirto taajuusalueessa
u(t—a) f(t—a) < e F(s) Aikasiirto, huomaa u!
t = -
% " <~ s”1+1 huom: n >0
et —

. w 1/ 1 1
Sln(wt) - 52+w2:§(s—iw+s+iw)
s 1. 1 1

COS(Wt) — 52+w2:51(57iw+s+iw)

Esimerkki: ratkaistaan yksinkertainen epahomogeeninen ODE:
y()" = 2y(t)+ 1 kuny(0) =3
sY -3 = 2Y+ 1
s

(s—2)Y = §+3
1 3
N s(s—2)+572
—-1/2  1/2
_/4_&
s s—
1

7
iy(t) = —§t+§€2t

H = osamurtokeh. Heavisiden menet.

huom: ¢ > 0!
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4 Sarjat

Lukujono suppenee, jos silld on raja-arvo darettomyydessd, muuten hajaantuu. Vaihtoeh-
toinen madritelmé: suppenee, jos on |y| < €, missé € voidaan valita mielivaltaisen pieneksi,
ja aina 16ytyy f(n) sen sisilta.

e Sarja on aarettomin lukujonon summa. Se suppenee, jos sen osasumista muodostettu
jono suppenee. Talléin lim a, =0.

n— 00

o Eiko luku ei kasva darettoméksi darettoméilla summauksella vaikka summattava pieneni-
sikin? Vastaus: ei, koska esim. a,, =0-:0.3+0.03+0.003 +... = 0.333...
e Airettomit sarjat ovat usein ratkaisuja differentiaaliyhtilihin, joita ei voi muuten

esittaa alkeisfunktioilla.

Koska sarja voidaan tulkita jonon osasummasarjan raja-arvoksi ddrettomyydessé, saadaan raja-
arvon laskusadnnéistd (kun > a,=Aja > b,=B):

o Y cap,=cA
e Y (antb,)=A+B

e Jos a, <b, kaikille n, niin A< B

4.1 Suppenemisen testaus

Suppenemista voi testata helpommin kuin laskea summan, ja positiivis-termisen sarjan suppene-
minen on helpompi laskea kuin vaihtelevatermisen. Jos a, > 0:

Integraalitesti. > a, suppenee joss | J\Olo a(z)dx suppenee. (N voidaan valita mielivaltai-
sesti, koska suppeneminen ei koskaan riipu jonon alusta.)

s 00 ee . . a . . . . es s e
Osamiéritesti. r,= lim —=, eli perittiisten termien osaméaari
n—oo n

1
n:s juuri-testi. r,= lim (a,)n, eli alkion direttémas juuri ddrettémassa
n—oo
Molemmille sarja suppenee, jos r < 1, saattaa hajaantua, jos r =1 ja hajaantuu varmasti, jos r =
1. Luku 7 on olemassa useammin kuin r,, mutta kun molemmat ovat olemassa, on r, =rp.

Jos taas summassa on seki positiivisia ettd negatiivisia termejd, se suppenee ainakin jos >
|an| suppenee (suppenee absoluuttisesti), ja toisinaan muulloinkin (suppenee ehdollisesti). Eri-
tyisesti: > (— 1)™ay, (eli joka toinen termi negatiivinen) suppenee, jos lim a, =0 ja ap < an4+1

n—

(Leibnizin lause). Oo

4.2 Yleisimpia sarjoja

Aritmeettinen sarja. Y a1+ (n—1)d (ts. an=an—1+d). Perdttdisten termien erotus on

. . . a1+ a
vakio. Hajaantuu aina, mutta osasumma on n ——=%,

Geometrinen sarja. Y ar"~!. Periittdisten termien osam#irs on vakio.
a(l—rm)

a
Suppenee arvoon ——, kun |r| < 1. Osasumma —
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p-sarja. > % Suppenee, kun p > 1 ja hajaantuu muuten. Huomaa erityisesti, ettd p =1
eli harmoninen sarja (% + % + %), hajaantuu (vaikkakin hitaasti). Summan yleistd
2

1

. ™
kaavaa ei ole, mutta » — =

4.3 Potenssisarjat

Potenssisarja on muotoa P(x) =", a, (z —c)", missi ¢ on sarjan suppenemiskeskus.

Potenssisarja suppenee aina ja vain suppenemiskeskuksensa ymparistéssi siateelld R ( € [0,
oo[), missa R = %, L = lim |%| (kts. “osaméiiritesti” ylempaa). Paidtepisteet voivat joko
n—oo "
kuulua tai olla kuulumatta R:n maaradmaan suppenemisintervalliin.

Yhteenlaskettujen potenssisarjojen suppenemisside on R > min {R,, Ry}. Sama pitee mySs
keskenésin kerrotuille potenssisarjoille (Cauchyn tulo):

<§:anx”> (ibn:c"> = icn:c”
n=0 n=0 n=0

n
Cn= g a; bnfi
=0

(n)
Huom: Taylorin sarja on potenssisarja, jolle a, = ! n,(c).

Erityisen tarked (geometrinen/Taylorin/McLaurinin) potenssisarja on:

L:1+x+x2+...x",|z|<1
1—x

4.4 Fourier-sarjat

e Maiéaritelma: 2 L-jaksoisen funktion Fourier-sarja (alueella [— L, L]) on:

L aw | w nmT T . NI
flx) = 7+Zl(ancos T + by, sin T )

1 [t nT T

an = f/—L f(z) cos( T Ydz||[n=0,1,2,...
1 [* . NT T .

b, = ELL f(z) sin( T Ydx||n=1,2,...

...tai kompleksimuodossa lyhyemmin:

f(.’L') — i cneifrnz/L

n=—oo

Cn = L : fz)e imna/Lqt
Y

e Jos f(z) on parillinen funktio (eli f( —x)= f(x)), b, =0 aina ja sarja supistuu “fourier-

kosinisarjaks?”: f(x)=ao+ Y | ancos "2 z

e Jos f(z) on pariton funktio (eli f( —x)=— f(x)), a, =0 aina ja sarja supistuu “fourier-
sinisarjaksi” f(x) =377 bysin "2 2 . (Huom: parittomuuden seuraus: f(0)=0)

e Kertoimien skaalaaminen vakiolla vasta f(x):n skaalaamista
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5 Monen muuttujan analyysi

5.1 Avaruuspinta

Kahdella muuttujalla parametrisoitu avaruuspinta:

z(u,v)
p(u,v)={ y(u,v)
2(u,v)
Normaali:
0y.2) , , 0lza) . ay)
n(u,v) = 8(u,v)l+a(u,v) J+ . 0) k
Ox Ox
oz, y) |5 5|, .
A(u,v) | % % (= Jacobian)
ou v
Pinta-ala lasketaan seuraavasti:
v1 w1
A = / / dA(u7U)’
vo ug
dA(U,’U) = |n(ua?})|dudv

5.2 Raja-arvo

Monen muuttujan funktion raja-arvo méaritellian n-ulotteisen, rajatta pienenevian pallon

[ ]
avulla

e Yleinen raja-arvo on olemassa vain, jos se on sama ldhestymissuunnasta riippumatta.
Esim. funktiolle =%%_  lim =0 z-akselia ja y-akselia pitkin lihesteyttiessi, mutta

IV (2,9)—(0,0)
1 suoraa = =y pitkin lahestyttiessi, silla f(x,0) = f(0,y) =0, mutta f(xz,z)=1.

e Raja-arvo voi myos olla olemassa kaikkiZa suoria y = k x pitking lihestyttiessd, mutta ei
muita kiiyrig pitkin. Esim. f(z,y)= im v lim  f(z,kz)—0, mutta f(z,2?)=1.

TV (2,9)—(0,0)

e Funktio on jatkuva tietyssd pisteessd joss raja-arvo on siind sama kuin funktion arvo.
Funktiosta voi siksi tehdd jatkuvan méadrittelemélld arvo epéjatkuvassa pisteessd sopi-
vasti, joss raja-arvo on olemassa.

e Maaritelmi: raja-arvo pisteessd (a,b) on olemassa, joss

5.3 Monen muttujan funktion differentiaalit

5.3.1 Osittaisderivaatta

Osittaisderivaatta on derivaatta jonkin muuttujan suhteen ja sitd merkitdan "doo":lla,

esim. 2@y
ox
o  Korkeamman kertaluvun ozsittaisderivaatat voivat olla myds ns. sekaderivaattoja, esim.
a 9 ) . . S
for= fya= e % = az_afy on f derivoituna ensin y:n ja sitten z:n suhteen.
[ ]

Jos itse funktio ja sen alemman kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia tietyssa pis-
teessd, eri jirjestyksessd otetut sekaderivaatat ovat samoja. Epajatkuvassa tapauksessa
niin ei ole.

5.3.2 Gradientti ja suunnattu derivaatta

N:n muuttujan funktion gradientti on n-ulotteinen vektori, joka on koottu funktion osittaisderi-

vaatioista. Gradienttia merkitddn nabla- eli del-symbolilla:

Vf(w,y,z>=%i+%j+%k

e Funktio kasvaa aina nopeiten gradienttinsa suuntaan. Derivaatta k.o. suuntaan on |V f|.
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e Gradienttivektori on aina tasokdyran normaali (vrt. kukkula, jonka huipulta valuu vetta)
e Funktion derivaatta (kasvunopeus) mielivaltaiseen suuntaan w on D, f(a,b)=u-V f(z,y)

e Liikkuvan tarkkailijan kokema kasvunopeus (nopeus v ei vilttdmaitta yksikkovektori!) on
samoin D, f(a,b)=v-V f(z,y)

5.4 Napakoordinaatisto

Kahden muuttujan funktioiden tasa-arvokiyria voi toisinaan esittad kitevisti napakoordinaa-

teilla. Muunnokset karteesisten ja napakoordinaattien valilla sujuvat seuraavilla kaavoilla:
r?=x2+ y? goztan*%

T=rcosp y=rsinp

5.5 Monen muuttujan diriarvotehtavit

5.5.1 Adsriarvopisteiden luokittelu (Hessian)

Asriarvopisteitd voivat myds monen muuttujan tapauksessa olla derivaatan (gradientin) nolla-
kohdat (V f = 0) tai reunapisteet. Yhden muuttujan tapauksessa kriittisen pisteen tyypin voi
mairitelld toisesta derivaatasta:

e f"(z) <0= maksimi
e f"(x)>0= minimi
e f(x)=0=ei tietoa (jos vaihtaa merkkis z:n kohdalla = satulapiste)

Monen muuttujan tapauksessa luokittelu hoituu kyseisessd pisteessd lasketun Hessian-matriisin
ominaisarvojen (det(A — A I)=0) avulla:

sz Fzy sz
H=| F,, Fyy Fy.

e kaikki \p < 0= maksimi
e kaikki A\ > 0= minimi

e o0sa )y positiivisia, osa negatiivisia = ei tietoa

5.5.2 Rajoitetut diriarvotehtivit (Lagrange-kertoimet)

Jos adriarvotehtavissa vastauksiksi kelpaa vain osa kriittisistd pisteistd, voidaan tehtavd rat-
kaista muotoilemalla rajoitusfunktio g(x) = 0 ja minimoimalla/maksimoimalla alkuperiisen
sijaan Lagrangen funktio...

L(x,\) = f(z)+ Ag(z)

...missé A € R on nimeltddn Lagrangen kerroin. Jos rajoituksia on enemmén, myds kertoimia ja
rajoitusfunktioita voidaan ottaa mukaan enemméan. Esim:

L(z,y,z,\, )= f(z,y,2) + Ag(x,y,2) + ph(z,y, 2)

6 Skalaari- ja vektorikentat

o skalaarikenttd on f(x,y,...) €ER ja vektorikenttd on f(z,y,...) ER™

e Skalaarikenttd S on vektorikentdn V potentiaali, joss VS = V Xkaikissa pisteissid. (On
ilmeisesti olemassa myos kaikille kentille maaritelty vektoripotentiaali G, jolle F =V x G.
Kayttotavasta ei kiisitysta.)
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e Vektorikenttd (tai esim. voima) on konservatiivinen, jos silli on potentiaalikentts (kai-
killa vektorikentilld ei ole). Integraalin tapaan potentiaali ei ole yksikésitteinen, vaan
sithen voi lisitd mielivaltaisen vakion. Konservatiiviselle vektorikentdlle F'(z, y[, z]) =
Fo(z,yl, 2]) i+ Fy(z, y[, 2]) 5[+ Fe(x, y[, 2]) k] pétee:

0 0
2D a_yFa(zv y) *%Fb(xa y)

0 0
a_yFa(zv y) *%Fb(xa y)
0 0

3D %Fa(‘ray)_%Fc(‘ray)

0 0
%Fb(‘ra y) _a_ch(xa y)

Tai toisaalta: F' on konservatiivinen < curl(F’) = 0. Jos kenttd on konservatiivinen, poten-
tiaalin voi laskea seuraavasti:

U(z,y,z /ft,b,c dt+/ fx,t,cdt+/f:c y,t

(lopuksi ilmeisesti voi merkitd a =b=c=0 ja lisita integrointivakion C)

o Vuo (Flux) on vektorikentdn vektoreiden ja kiiyran (2D) tai pinnan (3D) normaalin piste-
tulon summa (ts. paljonko vektoreita “virtaa” kiyrdn/pinnan lipi sen suuntaisesti).
FlquD:fC F-Nds ja FluX3D:fA F.NdA.

6.1 Viivaintegraali

Viivaintegraali on viivan differentiaalisten tangenttivektorien (dr) ja kentdn tulon summa. Ska-
laarikentdn tapauksessa tulo S(x, y)dR ja vektorikentin tapauksessa F(x,y)-dR.

Viivaintegraali lasketaan parametrisoimalla r:n z, y-komponentin, derivoimalla ne ¢:n suh-
teen, ottamalla tulo (piste- tai skalaari) ja integroimalla. Esim:

z(t) = 2
y(t) = 4t
[_2’7]

r(t) = t?i+4tj=

dr = 2ti+47dt

F(z,y) = 5zi+3y*j=

F(t) = 5t?i+3(4t)%j=
F-dr = 10#3+48¢2dt

7
F-dr :/ 1Ot3+48t2dt:&57
c _9 2

~+
m

Joskus vektorikentén yli viivaintegraalia merkitdan f c (z,y)dx + Fp(z, y) dy, miki tarkoittaa
samaa kuin F = F,1+ Fpj= fC F -dr jase lasketaan samalla tavalla parametrisoidun r:n ja
F':n pistetulona kuin yll&.

Tyypillinen esimerkki viivaintegraalista vektorinkentdn yli on fysikaalinen tyd, jonka voima
F tekee kuljettaessaan pistemaistd kappaletta kiyrdaa C pitkin.

6.1.1 Greenin lause (suljetun kiiyrin viivaintegraali)

Tasolla suljetun kiyran viivaintegraalin voi joskus laskea helpommin seuraavasti:

%nydx—i—Fbxydy // (aa};b )dA

...missd R on kiyrdn C sisddn jadva alue ja C kiydddn lapi vastapidivddn. Oikea puoli on siis
pinta-integraali, jossa lasketaan ensin vaakasuuntainen integraali ja sitten pystysuuntainen (tai
péinvastoin). Jos R on reikiinen, lasketaan reikien seintin mukaan, mutta myStapaivain.




24 OsI10 6

6.1.2 Stokesin lause (moniulotteiset pinnat)

Stokesin lause on Greenin lauseen laajennus moniulotteisille pinnoille:
7{ Fodr:// curl FeN dS
C S

6.2 ”Vektoriderivaatat” - grad, div, curl

Kentille voidaan maéaritelld kolme eri “derivaattaa”, joista jokainen on eri kerto-operaattorin ja
nabla-operaattorin “formaali tulo™:

e (radientti on vektorikenttd, joka osoittaa skalaarikentan nopeimman kasvun suunnan
(kasvunopeus on k.o. vektorin pituus):
., 0 ., 0 of . of . Of
Vix,y,z)=(5—1+=— —k) flx,y,z2) =1+ == —k
fla,y,2)= (5 o it a ) fley,z) =5 oy T e
e Divergenssi on skalaarikenttd, joka kertoo kuinka paljon toinen vektorikenttd “etddntyy
pisteestd p” eli tarkemmin sanottuna vuo ##rettémén pienen p-keskisen pallon (tasossa
kiekon) sisalta:
OF, + OF, + OF,
Ox dy 0z
Divergenssin voi siis my6s tulkita ldhteen (esim. pistevarausten tapauksessa Diracin
delta~-funktio tai jatkvassa tapauksessa varaustiheys) voimakkuudeksi yksikkotilavuutta

kohti.

e Curl (karmeasti suomennettuna roottori) on vektorikentts, joka kertoo kuinka paljon
kenttd “py0rii pisteen p ympéari’ eli tarkemmin sanottuna kiekon reunan muodostavien
aarettéméan monen tangenttivektorin (dr) ja vektorikentén vektorien pistetulo kerrottuna

kiekon (C) yksikkénormaalilla (IV):

divEF =VeF =

Necurl F = %Fodr
C

i 7 k
. _ _ 19} g 0
3D . curlF=V x F= = o %
Fa Fb Fc

2D CurlF(%%})k

Naille patee kaikenlaisia yhtaloitda, mm.:
o diveurl=0eli Vo(Vx F)=0
e curlgrad=0c¢eli VX (VS)=0

e ns. laplacian: V2S =divgrad S = VeV S tai vektorikentille: V2F = (V2 F,) i+ (V2 F,) j +
(V2 F,) k . Skalaarikentts on harmoninen jollain alueella, joss sielld pitee laplace-yhtdild
V25 =0.

6.3 Divergenssilause (aka. Gaussin laki)

Vuo jonkin alueen D pinnan S lipi on yhtd suuri kuin kaikkien sen pisteiden divergenssien

summa (=tilavuusintegraali):
/ didesz{ FeN dS
D S

Erityisesti: jos suljetun pinnan sisilli ei ole yhtddn ldhdettid (positiivista tai negatiivista, source
tai sink), on kokonaisvuo sen ldpi 0 kentésti riippumatta (miké tulee sisién, menee myos ulos).
Huomaa, ettd esim. pistevarausten tapauksessa lihteet ovat pistemaiisid Diracin delta-funktioita,
joiden integraalilla on arvo vaikka niitd ympéaroivd kiekko pienennettiisiin kuinka pieneksi
tahansa.
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Variaatioita ("curl-lause” ja "gradienttilause”??), joiden tulos on vektori:

—%FdeS

/ curl FFdV

D S

7{ SN dS
S

/ grad S dV
D

25
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Osio 7

7 Kompleksiluvut

Imagindiriyksikko i = (0,1) ja i2=—1

moduli = mod z=r=|z| =2z, argumentti =vaihekulma= arg z

polaariesitys: z=1-(cos p+i-sin p)=re'¥? (Bulerin kaava, muistisaants: r cis(p))
r=+va?+1y?%ja @zatan%Janw

padarvo = arg z = :n se arvo, joka on valilla — 7 < Argz <=

liittoluku eli konjugaatti on z =x —1y. Sille patee:
2t zm=Z1+%, 21— 22=Z1—Z, ZiZ=7Z1%, 21/22=71/%

kertolasku: z1 zo= (2122 — y1 y2) +i(x1 Y2 + T2 y1)=

172 [cos (@14 @2) +isin (o1 + 2]

jakolasku; 2L =1 ivt _ TiT2t Y1y 4 5 TaU1-Tiys (zr+iys) (w2 —iya)
22

T2+ 1Y2 z3 4+ y3 z3+ y3 (x2+iy2) (x2 —iy2)
L 1 :
% [cos (¢1— p2) +isin(p1 — ¢2)]. Huom. erityisesti: -~ = —i
. 1 x . . 1 —g-
kianteisluku: 2’ =—= preri mZiyz tai ——e7"are®

potenssiin korotus (Z) (De Moivren kaava): 2" =r"- "%

Inz=In(r)+ip(+i2km),keN

co+2km
nis juuri: Vz=¥r-e" » |k=0,1,..,n—1
Arvoja on siis n kappaletta ja ne sijaitsevat tasaisin vilein ¥/r-siteiselld ympyralli.

kolmioepayhtild: ||z1| — |22l < |21 + 22| < 21| + |22

Kompleksiset funktiot

Merkitdan f(z)=U(z,y)+iV(x,y), missd z=z+1iy

Jos f(z) on differentioituva tietyssd pisteessi = f'(z) =Us(z, y) +1i Va(z, y) =Uy(z, y) +
iVy(x,y). Lisiksi Uy =V, AU, = —V, (Cauchy-Riemann-osittaisderivaattayhtils).

Jos Upy=Vy AU, =—V, ja f(z) on jatkuva = f(z) on differentioituva.

f(z) on analyyttinen, jos se on differentioituva z:n naapurustossa (e-siteisen kiekon
sisilld kaikissa pisteissd). Lisdksi: f(z) on differentioituva direttoméssi jos f(1/z) on
analyyttinen origossa.

Jos f(z) on analyyttinen = U ja V ovat harmonisia (ks. kahden muuttujan funktiot).
sin(z) = (sinz cosh y) 4+ i (cos z sinh y)

Ns. conformal mapping w = ZZZIS, ad—bc#0& 2= % madrdytyy yksiselitteisesti
kolmella pisteelld: —— L . 22798 — 275 275 (
w — w3 w2 — w1 Z—z3 zZ2 — 21

1:11a!). K.o. kuvaus muuttaa suoria ympyroiksi ja painvastoin.

oo:n sisaltdvat osamiiarit korvataan

Suljetun polun viivaintegraalin laskemiseen on kasa erilaisia sddntdjé, joista residuaalime-
netelmi vaikuttaa erityisen hyodylliseltd. Kun polku ei leikkaa itseddn ja on positiivisesti
orientoitu ja f on polun sisdlli muuten analyyttinen, mutta k:ssa pisteessd on singulaa-
rinen napa (eng. pole), patee Cauchyn residuaalilause:

jif(z)dz = QWiZ Res‘f(z)

= z=2;

ZR:eZsf(z) = ZILH; f(z—20) (z—20)
_ pxo) .,
( - q/(zo)a OSf— )

Jos polku on negatiivisesti orientoitu, lasketaan residuaalit negatiivisina. Huom: jos sin-
gulariteetteji ei ole, on integraali 0.
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8 Abstrakti algebra

= algebrallisia rakenteita (eli alkioiden ja niihin kohdistuvien operaatioiden yhdistelmis) aksio-
maattisesti (eli pieneen mairain perusoletuksia nojaavasti) kasitteleva oppi.

8.1 Ryhmit (groups) ja monoidit (monoids)

Joukon G ja siihen vaikuttavan jonkin operaation o yhdistelmi, (G, o), on nimeltdan:

puoliryhmd (semigroup), jos o on assosiatiivinen eli ao (boc)=(aob)oc
monoidi, jos lisdksi on olemassa neutraalialkio e € G, jolle eca=aoe=a
— jos o on + (additiivinen ryhm4), niin e merkitién 0

— jos o on - (multiplikatiivinen ryhmé), niin e merk. 1. Merkitdin myds ab=a-b.

1 1

ryhmd (group), jos lisdksi kaikille alkioille on kaénteisalkio: a“toa=aoa " '=e
— jos o on +, niin kddnteisalkiota nimitetdan vasta-alkioksi ja merkitddn —a

. N e 1. b
— jos o on -, niin voidaan merkiti my6s ' =~ jaa" b=~

abelin ryhmd, jos se on lisdksi kommutatiivinen eli a o b= b o a kaikille a, b. Huom: my6s
puoliryhm4, ja monoidi voivat olla kommutatiivisia.

Jos G on aarellinen niin o valttdmatta ”pyorahtad ympari” (kongruenssin tapaan) koska kaikille
a,beG=(aob)e G . Esim. ryhmassi ({0,2,4}, +) on 2+2=4 mutta 4 +2=0.

Lisda maaritelmia ja lauseita:

alkion potenssi a™,n € Z=aoaoa... yhteensi n kertaa.
— jos o on -+, niin potenssia merkitdan na
ryhmén kertaluku (order) |G| on sen alkioiden miira

aliryhmd on G:n jonkin ei-tyhjan osajoukon ja ryhmén operaattorin yhdistelmé, jos
my0s kyseinen osajoukko on ryhmé kyseiselld operaattorilla (joss H C G on ko. alijoukko
jaa,be H=abe HANa ‘e H).

triviaali aliryhmd on nimitys aliryhmille ({e},0) ja (G,0)

suora tulo (G, o) x (H, * ), on uusi ryhmé (jolla on uusi operaattori e) siten, etta: (g1,
hi)e(ga, ha) = (g1 0 g2, h1 * ha)

homomorfismi on funktio f: G — H ryhmien (G, o), (H, * ) valilla, jos kaikille a, b € G
patee f(aob)= f(a)x f(b).

isomorfismi on homomorfismi, joka on lisiksi bijektio (eli kiintden yksikiisitteinen, ts. on
olemassa myds isomorfismi f~': H — G). (esim. log(z), # € R on isomorfismi (R, ) —
(R, + ), koska f(ab) =log(a) + log(b) = f(a) + f(b) — ts. logaritmilla voidaan muuttaa
R*:n kertolasku R:n yhteenlaskuksi (kuten oli tapana ennen laskimia).

ryhmi& sanotaan isomorfisiksi, jos niiden vililla olemassa isomorfismi ja ne voidaan talloin
samaistaa (rakenteellisesti).

syklinen ryhmd on ryhmaé, jonka kaikki alkiot ovat jonkin sen alkion potensseja. Kyseinen
alkio wvirittdd ryhmdn (generates the group) ja merkitain (a) C (G, o ). Viritetyn (usein
ali-)ryhmén suuruus eli alkion kertaluku on |{(a)].

e jos |G| on déreton, syklinen ryhmé on isomorfinen (7, + ):n kanssa
e jos taas ddrellinen ja |G|=n > 2, niin (Z,,+ ):n kanssa.
e virittiville alkiolle on al(®l=¢

e Syklisen ryhmén kaikki aliryhmat ovat syklisia.
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e Kleinin ryhmd on pienin ei-syklinen ryhmi (yksikésitteinen, kertaluku 4, en piirrd

tahén).
e Jokainen ryhmi, jonka |G| on alkuluku, on syklinen. Syy:
e Lagrangen lause: jos H on ryhmén G aliryhmé, niin |H | jakaa |G|:n (eli % EZT)

Esimerkki: syklinen ryhmé ({1, — 1,4, —4},-), virittdjané ¢, on isomorfinen (Zg4, + ):n kanssa kun

mégritellidn: £(1)=[0], f(— 1) =[2], f()=[1], f(—i)=[3]:

-1 -1 4 —i +0213
1 1 -1 i —i 00213 = e
—1 -1 1 —4i 4 ~/2 2031 jaaliryhmét (—1),(2): 1 1 —1~0 0 2
i io—i -1 1 10321 —1 -1 1 2 20
—i —i i 1 -1 331002

8.2 Renkaat (ring) ja kunnat (field)
Joukon G ja sen kahden operaation + ja - yhdistelmé, (G,+,-), on algebrallinen rengas, jos:
I. (G,+) on kommutatiivinen ryhm, ja
II. (G,-) on puoliryhm ja
III. distribuutios@dnndt patevat:
— (a+b)-c=a-c+b-c
— a-(b+c)=a-b+a-c
Lis#ksi:
e Renkaan ykkdsalkio (el aina olemassa) merkitdin 1 ja mééritelldan 1-a=a-1=a
e Alkio a# 0 on aito nollatekijé jos on olemassa b# 0, jolle a-b=0 tai b-a=0.

e  Yksikké (unit) on alkio a, jolla on jokin kidnteisalkio a=! (missi a-a='=a"1-a=1).
Huom: “yksikks” # “ykkosalkio” (- :n neutraalialkio, unity)

e Kommutatiivinen rengas on rengas, jolle a-b="b-a (ei esim. matriisirenkaissa).

e Kunta (field ) on kommutatiivinen rengas jonka kaikki a # 0 ovat yksikoitd. (Esim. @ on

kunta, mutta Z ei, koska esim. 47! = % ¢ 7Z eli 4 ei ole yksikkd eli silld ei ole kokonaisluku-
kianteisalkiota.)

e Kokonaisalue (integral domain) on kommutatiivinen rengas, jolla ei ole nollatekijoitd
(ekvivalentti ehto: zy =z 2= y=2).

o Kaikki kunnat ovat kokonaisalueita ja kaikki darelliset kokonaisalueet ovat kuntia.

e Jos alkiolla on kidnteisalkio, se ei voi olla nollatekija =- kunnassa ei ole lainkaan aitoja
nollatekijoita.

o (Zn,+,-) on kommutatiivinen, ykkosalkiolla varustettu rengas ja sen alkiolla a on kiin-
teisluokka joss syt(a,n)=1. Joss n on alkuluku, on Z,, (myos) kunta (eli kaikilla alkioilla,
ts. kongruenssiluokilla, on ki&nteisalkio).

e Kaikkien #irellisten kuntien koko on muotoa p”, missi p on alkuluku ja h € Z¥.
e Alirangas on rengas, jonka alkioina on jonkin toisen renkaan alkioiden osajoukko.

e Ideaali alirengas I on R:n alirengas, jolle 1) kaikkien sen alkioiden erotuksetkin kuuluvat
L:hin (ts. (a —b) € I kaikille a,b € 1) ja 2) myos kaikille r € R,a € I pétee r-a,a-r€ 1.
e Kaikki Z:n alirenkaat ovat ideaaleja ja niiden S alkiot ovat muotoa y € S=nz ||z € Z.
Tastd johtuw: Zy, =7/nZ.

e Renkaan karasteristika char R on on pienin n € Z™T, jolle a+a+...+a = 0 € R. Jos

1.
yhtadn tallaista lukua ei ole olemassa, char R =0. e
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Jos kyseessd on kunta ja n = char R > 0, n on alkuluku. Kuntien @, R ja C karasterika
on 0, mutta on olemassa ddrettémid kuntia, joiden char >0 (esim. char GF(Zs[z]) = 3).

Rengashomomorfismi on funktio f: R— S (missi (R,+,-) ja (S,®,®) ovat renkaita), jos
kaikille a,b€ R on f(a+b)= f(a)® f(b) ja f(a-b)= f(a)®f(b). Jos f on lisdksi bijektio
(kdantaen yksikésitteinen kuvaus), se on isomorfismi. Renkaat ovat keskenasn isomorfisia
jos niiden vililla on olemassa isomorfismi.

“Matriisirengas renkaan R yli” eli M,(R) on n x n-nelidmatriiseista koottu rengas, jonka
matriisialkiot ovat R:n alkioita. Matriisikertolaskun epdkommutatiivisuudesta johtuen
M,, on harvoin kommutatiivinen vaikka R olisikin.

8.3 Polynomirenkaat

Jos (R,+,-) on rengas (vaika @Q-kunta, tai airellinen Z-rengas tai vaikka matriisirengas):

0

"Muuttujan z R-polynomi”’ on muotoa a, "+ ... + ax? + a; ' + ap 2°, missi a; € R.

Johtokerroin on polynomin korkeinta astetta oleva termin kerroin a,.
Vakiotermi on agz® = ag (nollapolynomi, jos ag=0).
Merkintdtapa: R[z] = muuttujan x kaikkien R-polynomien (dareton) joukko.

Airettomillekin joukolle R[z]:n polynomeja on yleisessé tapauksessa useita esitystapoja.
Esim. jos R=7=1{0,1,2,3,4,5} niin 522+ 32! —22=522+32' +42° koska —2=4
(mod 6).

Jos polynomin f(z) kertoimet ovat a; ja g(x):n kertoimet b; niin f(x) - g(z)m tulon ter-
mien kertoimet ovat ¢; = > " ; ax—; b, Huom: jos R-renkaassa on aitoja nollatekijoité,
tulon aste saattaa olla pienempi kuin f:n ja g:n asteiden summa.

”Polynomirengas yli R”:n on rengas (R[x],+,-).
Juuri on x:n arvo, jolla polynomin arvoksi tulee nolla-alkio. Huom: yleisessi tapauksessa

(kun R-rengas ei ole kokonaisalue) R[z]:n polynomeilla voi siis olla niiden astetta
enemman juuria.

p(z) € R[z] on redusoituva eli jaollinen, jos sen aste on > 2 ja p(z) = f(x) - g(z) joillekin
f, g, joiden aste on > 1. Jaoton polynomi on redusoimaton. Huom: redusoituvuus
riippuu R:std: esim. (22 + 1) € R[z] on jaoton, mutta (2? + 1) € C[x] jaollinen: (z — i) (z +
Jos R on kunta ja polynomi on astetta 2 tai 3, se on redusoituva/jaollinen joss silld on
juuri R:ssi.

Polynomien suhteellinen redusoimattomuus: syt(p(x), g(x)) = vakio (eli astetta nolla).

Normeerattu polynomitulo on tekijéihin jaetun polynomin yksikésitteinen esitysmuoto,
jossa koko lauseke on kerrottu vakiolla ja kaikkien tekijoiden (redusoimattomia, ts. jaot-
tomia polynomeja) johtokerroin on 1: p(x) = ay - (™ + by_1 2" "L+ ... +b1) - ... - (2™ +
Cm_12™ 4. +ep).

Eri polynomirakenteiden méaré voidaan rajata (tavallisesti ddrettémastd R[x]:std) aarelli-
seksi kongruenssilla: valitaan jokin polynomi s(x) ja midratéan, etti kaikkien renkaan
operaatioiden tuloksesta otetaan lopuksi jakojaannos s(x):1a. Merkitaan: R[z|/s(z). Jos
s(z) on redusoituva, tulos on rengas ja jos taas redusoimaton niin kunta. Esim. polyno-
mikunnan Zo[z]/(x? 4+ x + 1) operaatiot ovat:

+ 0 1 r x+1 0 1 r x+1
0 0 1 r x+1 0 0 O 0 0
1 1 0 x+1 =z ja 1 0 1 r x+1
T z x+1 0 1 z 0 x x+1 1
z+1 z+1 =« 1 0 z+1 0 x+1 1 T

Jos R on adreton, on tietysti myos R[z]/s(x) &&reton vaikka eri polynomimuotoja
onkin rajallisesti. Esim. R[z]/(z%+ 1) on isomorfinen C:n kanssa.
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Galois-kunta GF(q) = GF(p") = polynomikunta Z,[z]/s(x), missi s(z) on, kertalkua h €
7T oleva redusoimaton, normeerattu polynomi. s(z):n 1ytiminen ei ole yleensd helppoa,
mutta sithen on olemassa algoritmeja. Galois-kunnan karasteristika char GF (p") = p.

GF(p")m fundamentaalikunta on sen alikunta Z,. Erityistapaus: GF(p) =7, eli yksinker-
taisen (siis ”ei-moninkertaisen”) alkuluvun Galois-kunta on oma fundamentaalikuntansa.

Jokainen g = p" kokoinen (eli “kertalukua g oleva®“) kunta on isomorfinen GF(p")m kanssa.

8.4 Kooditeoria

Boolen algebran (symbolien 0, 1 jonoista sekdi operaatioista + , - koottu logiikka-algebra)
sovellus: siirretddn n-bittisii viesteja ( € Z5) hiiridiselld linjalla, joka voi aiheuttaa mihin
tahansa siirrettdvasan bittiin virheen (ts. 0+« 1) todennikoisyydelld p, bitin sijainnista ja alkupe-
raisestd arvosta riipumatta.

Virherakenne e € Z5:ss8 on 1 niissd kohdissa joissa siirretyssd viestissd on virhe ja 0
niissé, joissa bitti siirtyi oikein. Kun k=virhebittien (1-bittien) méirs eli virheen paino:

o Tietyn virherakenteen esiintymisen todennikgisyys on p*(1 — p)»—F
o Tasan k virhetta sisdltavéan siirron todennékoisyys on ( . ) pF (1 —p)n—F

(n, m)-blokkikoodaus muuttaa m-bittiset viestit n-bittisiksi jonoksi lisddmalla niihin (n —
m) kpl. tarkistusbittejé jolloin koodauksen tehosuhde on % (m<mn).

Hamming-etdisyys on kahdessa bittijonossa toisistaan eroavien bittien m&ara.

Kun viesteja valitetddn kdyttden joukkoa koodisanoja, kaikki painoa < k olevat virheet
voidaan:

o havaita, jos eri koodisanojen minimietaisyys on vahintaan &k + 1
o korjata, jos eri koodisanojen minimietdisyys on vahintddn 2k + 1

Koodaus E: Z5 — 7% on ryhmdkoodi joss sen tuottamat koodisanat ovat (Z3%, + ):n ali-
ryhmé. Ryhmaékoodeilla koodisanojen Hamming-minimietdisyys on niiden nollasta erié-
vien koodisanojen minimipaino (eli niiden keskinisis etiisyyksis ei tarvitsekaan laskea).

Koodauksen E:Z5 — 7Z%5 generoiva matriisi on G jolla oikealta kertominen tuottaa vies-
tisanoista koodisanat: E(w € Z5") =w -G = c € Z% (missd w on m-vaakavektorina esitetty
viesti ja ¢ on n-vektorina esitetty koodisana). Esim: eréis Z3 — Z3-koodaus:

(01)(5?}3}?)(0”011)

Generoiva matriisi on normalisoitu eli systemaattinen jos se on muotoa [I,|A] eli vasem-
malla on alimatriisina yksikkomatriisi. Minkd tahansa generoivan matriisin voi normali-
soida ja tuloksena on ekvivalentti koodaus.

Tarkistusmatriisi on H, jolle c:n syndrooma eli H - ¢ =0T € Z5~™ joss c on jokin kiyte-
tyistd koodisanoista. Normalisoitu muoto on [B|I,_,]. Huom: syndrooman laskussa
pystyvektorina esitetty viesti kerrotaan H:lla vasemmalta.

Jos vastaanotetussa viestissd r on virhe vain yhdessi bitissd, i , H - r” on H:n i:s pysty-
rivi. (Yleisesti: syndrooma on virhebittejs vastaavien H:n pystyrivien summa.)

Generoivalla matriisilla esitetty koodaus on ryhmékoodi.

Hamming-koodaus: tarkistusmatriisi H = [B|I] eli Hammingin matriisi on kokoa k x
(2¥ — 1) ja sen pystyrivit on koottu lukujen 1,2, ...,2¥ — 1 bindsiriesityksistd jossain jirjes-
tyksessd. Vastaava generoiva (eli koodaus-) matriisi on G = [Iox_;_j|BT]. Hamming-koo-

dauksella siirretdin m = 2F — 1 — k -mittaisia viesteji, silli voidaan korjata yksi virhe ja
2k —1—k k
=1—
1 2k

sen tehosuhde on 5 —
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9 Kombinatoriikka

9.1 Permutaatiot ja kombinaatiot

permutaatio = uudelleenjirjestely /sekoitus

kombinaatio = yhdistelma, jossa jarjestykselld ei ole valia

R-permutaatioiden maard = “montako erila%sta r:n pituista jarjestettyd jonoa voidaan
muodostaa n:std eri alkiosta“ = P(n,r) = ————. Huom: P(n,n)= P(n)=n!

(n—m)!
R-kEombinaatioiden madra = “montako erilaista r:n kokoista joukkoa voidaan valita n:sté
eri alkiosta kun jirjestykselli ei ole vilii* = C(n, r) = ( :) = P(:,’ ) = = (n"i Ik Huom:
C(n,n)=1
Toistopermutaatioiden madrd = “monellako toisistaan erottuvalla tavalla voidaan jar-

jestdad n kpl. k:sta eri luokasta valittua alkiota, kun luokasta 1 valitaan r; kpl, luokasta 2
valitaan re jne.” =

!
P(n7T17T25~'-ark): K

m (mlssa siis n= Z T»L')

Kyyhkyslakkaperiaate: “Jos on n 4+ 1 kyyhkystd ja n pesdd, vdhintddn yhdessd pesidssd on
2 kyyhkysta” (kaikki voivat olla myos samassa pesassal)

"n:n eri alkion mahdollisten luokittelujen maard k:hon luokkaan jaettaessa kun osa luo-
kista saa olla tyhjig“ =
“k:sta eri merkistd koottujen n:n pituisten merkkijonojen pituus® = k™

Yhtalon x1 4+ zs +....x; =n ratkaisujen méara, kun x,n € N =
“Monellako tapaa voidaan jarjestdd n pallon ja k — 1 erottimen muodostama jono” =

P(n+k—1,nk—1)=0 0k =

“Monellako tavalla voidaan valita pallojen paikat” = C'(n+ (k—1),n)=
“Monellako tavalla voidaan valita erotinten paikat” = C(n+ (k—1),(k —1)).
Esim:

“Monellako tavalla 7 eri henkil6d voi valita 4:sti eri ruokalajista? =

“Montako ratkaisua on positiivisella kokonaislukuyhtalolla x1 + zo +x3+x4=7 7=

“Monellako (erottuvalla) tavalla voidaan jarjestdd jono ’|||oooooo0’?” = % = ( 170 )
Vidrinjarjestysten maara = “Monellako tapaa voi jarjestdd n alkiota niin, ettei mikd&n
_1\k
ole omalla paikallaan“ = % ~nl-e!
k=0

“n:n eri alkion mahdollisten luokittelujen mé#drd k:hon ei-tyhjddn luokkaan jaettaessa”
(esim. n=3,k=2:{1,2,3} = {1}{2, 3}, {1, 2}{3}, {1, 3}{2}) eli 2. lajin Strilingin luvut =
S(n, k)= % SE (= 1)k_T( :f ) r™ (rekursiokaavana: S(n—+1,k)=kS(n,k)+ S(n,k—1))

r=1

“nm eri alkion kaikkien mahdollisten luokittelujen méaara” eli Bellin luvut = B(n) =

ZZ:1 S(n, k)

9.2 Inkluusio-ekskluusio-periaate

Inkluusio-ekskluusio-periaatteella lasketaan osittain péillekkiisia ehtoja téyttavien alkioiden /
tapausten m#arid: ensin padllekdisten joukkojen koot lasketaan yhteen ja sitten tuloksesta
vihennetdan niille yhteisten alkioiden mé&&ara (ettei sitd oteta mukaan kahteen kertaan).
Ongelmia kannattaa visualisoida Venn-diagrammilla. Merkintatapoja:

Joukko S, jonka koko |S| = N, koostuu alkioista, jotka toteuttavat kukin joitain (tai vaikka
kaikki tai ei yhtdén) ¢:std eri ehdosta c1, ...c; (esim. N esinettd ja 4 ehtoa: ¢;="alkio on pallo®,
co="alkio on vihre&“, c3 = 7alkio on sininen“, c4="alkio on painava” jne). Vihintdin yhden
ehdoista ¢;, ¢j, ... toteuttavien alkioiden méaras merkitdan N(c; ¢,...) ja niitd, jotka eivit toteuta
niistd mitddn (mutta voivat toteuttaa jotain muita!) merkitddn N(¢éc;...).
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Ei yhtadn ehtoa tayttavia alkioita on:

~

Ey=N = So—Si+8—S3+..=» _ (—1)5
i=0
So=N
SliN(Cl)+N(62)+N(Cg)+...
Sa=N(c1c2)+N(cics)+ ...+ N(caes) + N(caeq) + ...
Ss=N(c1cacs)+N(cicacq) +...+ Nicacseq) +...

Yleisesti: tasan m ehtoa tayttavia alkioita on:

B, = sm—<m+1>Sm+1+<m+2>8m+2—,..

1 2
t—m . m—i—z t—m (m—i—z)'
S ST o) TS S P
1=0 1=0

9.3 Binomi- ja multinomikertoimet
Binomilause maards termien kertoimet kun binomi kerrotaan auki polynomiksi:
n
n__ n k,n—k
=3 (4 )t
k=0
Kerroin k:nnen asteen x:lle on siis n:n k-kombinaatio. Binomikertoimia kuvataan usein Pascalin

kolmiolla, jonka jokainen reuna-alkio on 1 ja jokainen sisdalkio aina kahden heti sen ylapuolella
olevan alkion summa. Multinomilause yleistaé tuloksen:

. . n!
Tulossa (1 + z2+...xx)", termin z7* - xh?- ... - 2" kerroin on " =
T1T2...Tk rileral e org!

Joskus tarvitaan “binomikertoimia“, joissa n < Z~ tai n € R: yleistetyt binomikertoimet:
(s—=1)-...-(s— 1
<S):S (s=1).(s—k+ ),se]R,keZ

k k!

...tai jos s:n tilalla onkin negatiivinen kokonaisluku (Z ™) eikd desimaaliluku, niin:
( k >( 2 < K )( Y =

9.4 Generoivat funktiot eli emafunktiot

Emiéfunktiolla voi ratkaista mekaanisesti erilaisia kombinatorisia tehtavia (“montako erilaista /
monellako tavalla® ja jopa “luettele kaikki® eli enumerointi) esittimilli jonot polynomeina.
Algebrallisen pyorityksen jalkeen tulos katsotaan suoraan polynomin halutun asteisteisten ter-
mien kertoimista eikd itse polynomiin sijoiteta mitadn!

e tavallinen emdfunktio g(x) =ap+a1x +aza*+...= Z;O:O ay " (sopii kombinaatiolle)

2 k
o cksponentiaalinen emdfunktio G(x)=ao+ a1 x + az % o= Gk % (permutaatioille)
e muitakin eméfunktoita on (esim. kahden muuttujan versio)

Esim. (tavallinen eméfunktio): "Montako positiivista kokonaislukuratkaisua on yhtalolla a + b +
c=12, kun a € [4, 8],b € [2, 6] ja ¢ € [2,5]?” Tami ratkeaa kertomalla auki polynomi (tavallinen
eméfunktio)...
(et + 25+ a8+ 2"+ 2®)(@? + 23+t + 2P+ 28 (2 + 23+t + 2P =28+ L+ 1422+ 162+
11 : 13 8 13 .

...ja ottamalla siitd z'%n kerroin (14). Muuttujan = potenssit esittivit am, b:n ja cn arvoja ja
niiden kertoimet (a;, tissd tapauksessa 1 kaikille mainituille ja muille 0) merkitsevit “monellako
tavalla kyseinen arvo voi tulla valituksi kyseiselle muuttujalle”. Ym. lauseen voi siis lukea tulkit-
semalla + =“tai‘, - =ja“ (kuten Boolen algebrassa): “jos (a=4 tai a=>5 tai ...) ja (b=2 tai b=3
tai ..) ja .. Auki kerrottu polynomi esittds niiden eri kombinaatioita ja siitid niikee myds, etté
esim. a+ b+ c¢=13 ratkaisuja olisi 16 kpl.
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Polynomien kertominen kesken&dn on tyGlastd, joten laskemisessa hyddyllisia ovat potenssi-
sarjojen laskusddnnét (Huom: suppenevuusehdoilla ei téssd ole mitdan vilia, koska x:aan ei

oikeasti sijoiteta mitéén):

A) ddrettémét jonot (sarjat):

1
1—2x

(an=1,1,1,1,...)

1) =

(anzla

—
Q
3
\
—
uL\D
w
W
S~—
—
Il

ga(T) - gb()

B) aéarelliset jonot:

1—gntl
(an=1,1,1,...1) T2
n kpl.
(1+z)
(I4+ax)”
(I4z™)"

l+zt+a?+a+..=) o
i=0
l—z+2?—23+...= (—1)tat
1=0
= d = d 1
2 3 — o = i+1 _
T+ 2z +3x°+ Z{)ZJE( dx;x dzx1z>
S ()= (T )
i=0 i=0
> —-n iioo n+i1—11Y\ ;
S ()= (e
i=0 i=0
[e%s) kk
Z (Z a; bk1> z* eli jonojen konvoluutio
k=0 \ i=0

= l4z+224+...+2"

(g)+(q)z+(;)xz+...+( )

[esim. (1+:E) =1+4ax+622+423+1x

(s ) < >zm+<g>zzm+...+(g)x

C) (permutaatioiden laskemista varten) eksponenttifunktiot:

coshz =

sinhz =

CcCosTr =

sinz =

x 1'3 > SCk

1+z+7+7+...:zm
k=0
3 © k
k=0

!
=0 (%)
i p2k+1

|

22 @k + 1)
> -0y
Pt (2k)!
S (et
2 2k +1)!

Epéasaannollisempia sarjoja voi esittdd laskemalla eri eméfunktioita yhteen tai vahentamalla

vksittédisid termeja, esim. 42,0, —

2,1,1,1,1..

~ﬁ+41x071z1—3x2.

3 3 ) 3
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Ongelmassa esiintyvit jonot kirjoitetaan ensin eméafunktioiksi (eli "siirrytdaan taulukossa
oikealta vasemmalle”), sievennetdén sitten niiden yhdistelma (esim. summa) ja muutetaan tulos
sitten takaisin sarjamuotoon (ts. “taulukossa takaisin vasemmalta oikealle”). Menettely muis-
tuttaa siis hieman Laplace-muunnoksen ki#ytt6a ja myos eméfunktioissa “kddnteismuunnos”
vaatii usein osamurtokehitelméé (esimerkki differenssiyhtalot-kappaleen lopussa).

Joitain generoivia funktioita (Huom! nidmé siis mddrittelevit lukujonoja, eivitki annan itse

maAridl):

e Viirinjarjestysten maara: D(z) = f:g;

o Fibonaccin luvut (an = an—1 + an—2): F(z) = ﬁ (= F,= %(ri —rM)lre =01+
Vv5)/2)

e Catalanin luvut (ap41 = ag an + a1 @n—1 + ... + ayn ag eli esim. “Erilaisten n-kirkisten
binddripuiden maard®): C(x) = H:Q# (=an= ni T ( 2: ) )

o “Luvun n ositusten miard p(n)”: P(x) =[], (1—;1’“) Ositus = luvun kokoaminen ter-
meistd k < n (esim. 4=143=1+142=242=4). Tekijit k > n eivit vaikuta vastaukseen,
joten ddrettomin tulon voi katkaista ja kiyttdd (kertomalla versiot k = 1...n yhteen)
sarjaa ﬁ =Y,z

9.5 Tornipolynomit (rook polynomials)

e Tornipolynomi = eméafunktio, jolla lasketaan “Monellako tavalla voidaan asettaa k toi-
siaan uhkaamatonta (nontaking) tornia tietyn muotoiselle shakkilaudalle kun osa ruu-
duista on kiellettyja (X )?”

e “Uhkaamaton” = mikian nappula ei saa olla samalla rivills eiké sarakkeella toisen kanssa.

00O

e Vastausta merkitaan r,(C) kun C on lauta. Esim. ro(E) =8 ja r3(E) =2, kun F=XK.

XOO
e Tornipolynomi r(C, z) generoi ry:n kaikille k. Esim: R(E,z)=1+6x+8x%+2a3
(tarkoittaa: 1 tapaa asettaa 0 tornia, 6 tapaa 1 torni, 8 tapaa 2 ja 2 tapaa 3 tornia)
e Jos kiellettyja ruutuja on vihemmén kuin sallittuja, voidaan laskea ki#nteisen (vaihde-
taan kielletyt < sallitut) laudan polynomi ja solveltaa inkluusio-ekskluusio-kaavaa:
& laudan]
_ B i —1y. i w = laudan leveys
ra(©) — (=1)% 7€) - (w =)t h =k =laudan korkeus
Esimerkki:
R(E~Yz) = 1+3z+22%=
rg = (1-3=0)!-3-3-1)!+2-(3=-2)1-0-(3-3)!
= 1-31-3-2142-11-0-0!
= 6—-64+2-0=2
( miten saa r:n mielivaltaiselle k eikd vain tapaukselle k=h ?7)

e Jos lauta koostuu erillisistd osista Cy, ..., C, (ts. el yhteisia riveja eiké sarakkeita), on

koko laudan polynomi sen erillisten osien polynomien tulo:
r(C,x)=r(Cy,z) - r(Cax) ... - 7(Chp,x)
e Lautaa voidaana jakaa kahdella tekniikalla vaikka erillisi& osia ei heti ndkyisikdén:

1. siirtelemélld riveji ja sarakkeita (ei vaikuta tulokseen)
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2. valitsemalla yksi rutuu jostain strategisesta paikasta ja laskemalla yhteen
tapaukset, joissa siind a) on nappula [poistetaan my6s kaikki sen uhkaamat
ruudut] tai b) ei ole nappulaa [poistetaan vain kyseinen ruutu]

r(C,z) = z-1(Cq,x) + 7(Cp, )

N, e’ >
onnappula einappulaa

Esimerkki: Johdetaan ym. FE:n tornipolynomi ilman ka&inteisen laudan temppua, sijoittamalla
kokeeksi nappula vasemmalle ylos laudanjakotekniikan 2 mukaisesti:

XX XOO XOO
E,=XKXX A F,=0XX=X0OO (erilliset osat!) =
XOO XOO OXK
r(Ey,x)=(1+22) A r(Epx)=1+2z) - (1+4z+22>
(Ea, )= ( ) (Ep, ) =(1+2)(
=
r(E,z) = 2(1+22)+(1+2)(1+4x+22?)
= 146x+8x2+22a8

9.6 Differenssiyhtélot eli rekursiot
(...eli rekurrenssiyhtdlot eli palautuskaavat)

e Alkion a, arvo riippuu k:sta edellisestd alkiosta ja n:sti: ap = g(an—1, Gn-2, ..., n_g, ),
n > k. Vakio k on differenssiyhtilon kertaluku.

e Terminologia pitkalti samaa kuin differentiaaliyhtaloissi

e Homogeenisten, lineaaristen yhtdloiden yleiset ratkaisut saa erityisratkaisujen lineaari-
kombinaationa (kuten differentiaaliyhtaloissékin)

e Helpoille tapauksille on ratkaisukaavoja ja hankalampiin voi usein kiyttad eméafunktioita

9.6.1 Lineaariset ja vakiokertoimiset
Ratkaisukaavoja:

o Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoimisen, lineaarisen ja homogeenisen yhtélén eli
ap="10an_1 (tai a1 =ra,) yleinen ratkaisu on a, = cr™ (kun n>0). Huom: ¢ = ay.

e Toisen kertaluvun vakiokertoiminen, lineaarinen ja homogeeninen yht#lo (kuten Fibo-
naccin luvut) eli Cp, ap, + Cr—1 a1+ Cr—2 ap—2 = 0 (missd n > 2) ratkeaa sijoittamalla
an:n tilalle yritefunktioksi ensimmaéisen kertaluvun ratkaisu a,, =cr™:

Cpcr"+Ch_1er™ 14+ Ch_gcr™ 2 = 0f:crm 2=
CnT2+Cn71T+Cn72 =0

Tama on karakteristinen polynoms: ja rekursion ratkaisu riippuu sen juurista r; ja 7o line-
aarikombinaatiolla:

o 2 reaalista, erisuurta juurta = a, =c1r7 + co1¥ (0{1,2} ovat mielivaltaisia vakioita)

o kompleksikonjugaatit = samalla tavalla (r1 ja 7o eliminoivat toistensa imaginaa-
riosat), mutta laskeminen on vihan hankalampaa ja se kannattaa tehds polaari-
koordinaateissa kompleksiluvun potenssiin korotuksen takia

o kaksinkertainen juuri (eli r1 =73) = an=(c1+can)r"

Sama konsti toimii korkeammankin kertaluvun yhtiloille, mutta polynomin ratkaisu
menee turhan hankalaksi.

e Epihomogeenisten versioiden ratkaisut saa kaavasta a, = ang) + aglp) eli homogeenisen

version yleinen ratkaisu 4+ epahomogeenisen jokin yksittdisratkaisu. Jos epdhomogeeninen
osa f(n) sattuu olemaan muotoa kr™, niin:

o Ensimmiinen kertaluku (eli a, + Cap—1= f(n)):

(H)

1 ratkaisu tai

P . . ..
1. a,(z )= Apn jos se ei satu olemaan myos a
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2. agp) =Anr", jos sattuu

o Toinen kertaluku:
(H)

5 .0 ratkaisu tai

1. aglp) = Ar"™ jos se el satu olemaan myos a
(H)

9. aslP) =A nr™ jos sattuu, ja a,,

on muotoa ¢ r} + cory tai

H)

3. aflp) =A n%r" jos sattuu, ja a,(z on muotoa (¢ + can) r”

9.6.2 Ratkaisu emifunktioilla

Ideana on etsis ensin rekursiota esittivd, eméfunktio suljetussa muodossa (potenssisarjojen las-
kusaannéilla) ja sitten etsid toiseen suuntaan sitd vastaava sarja.

Esimerkki: “Miké on sarjan a,4+1=2a,+ 1{|n=>0A ap=0 n:s alkio?”

1. Valitaan ja nimetddn sarjaan “sovitettava” eméfunktio - valitaan tissi: A(x) =
>0 o ana™ (eli tavallinen eméfunktio)

2. Esitetéin molemmat puolet A(z):n avulla (siten, ettei yhtdin a,:44 jaa jiljelle). Aloite-
taan kertomalla ™11 ja summataan sitten [0, co] yli.

(vasen)an41 : Z (ant1)z™= (Z anz”a()) /zzéz anz™=A(x)/x

n=0 n>=0 n>=0

(oikea)2a, +1 : QZ anx"—l—z " =2A(x)+ 1

1—=x
n>=0 n>=0

3. Ratkaistaan A(z):mn suhteen:

X

Ax)/z = 2A(x)+ﬁ;»’

T

11—z
(1-az)(1-2z)

4. Etsitdin saadulle emifunktiolle sarjaesitys. Kaytetdin osamurtokehitelméi (Heaviside) ja
potenssisarjojen laskusdantoja:

x A B
(1—z)(1—22) z<m+1_2x)
y=2ux: 1iyz>z y"zz (2x)"

. -1 n 2
-2 1-2z
n=0 n=0

. (—Z 2y 2n$n> - (Z g 3 x>

n>=0 n=0 n>=0 n=0

Z (2n+1 _ 1) Z.nJrl — Z (2n _ 1) "

n=0 n=0

Viimeisestd summasta nihdain suoraan, ettid eméfunktion sarjaesityksen n:s kerroin, eli alkupe-
riisen sarjan a,, on 2" — 1.

9.7 Permutaatioryhmit ja ekvivalenssiluokat

Tulkitaan geometrisen objektin (esim. nelion) eri vérisiksi vérjattyjen karkien kiertoja ja pei-
lauksia/3D-rotaatiota (eli litkeryhmda) permutaatioina ja lasketaan montako erindkéista
objektia voidaan tehd& jos niitd saadaan pyoritelld vapaasti. Maaritelmia:

e symmetrinen ryhmd S, on bijektioiden m: A — A, kun |A| = n muodostama algebrallinen
ryhmé (ts. n:n alkion kaikkien erilaisten permutaatiofunktioiden ryhmaé)
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permutaatioryhmd tarkoittaa Sy aliryhméa, ts. G = {my, ..., 7 }, vaikka olisikin k <n
tulo 7y w2 ("tyhja operaattori”) tarkoittaa yhdistettyd (2 perdkkiin tehtyd) permutaatiota

permutaatioryhmé ei ole kommutatiivinen (aabelin ryhmé), jos n > 3. Suomeksi: permu-
taatioiden jarjestyksen vaihtaminen voi muuttaa tulosta.

Caleyn lause: “jokainen ryhmé voidaan esittdd permutaatioryhmand” eli sille on isomor-
fismi viimeistddn S,:84n (ja usein jo S,,:44n, missid m <n).

12345
23154

permutaation matriisiesitys: ™= (

), josta nidkee miki alkio vaihtuu minkikin pai-
kalle.

Toinen esitystapa: erillisten syklien tulo eli erilliset esittdjit: = (123)(45) (sama permu-

taatio 7 kuin edellisen esimerkin matriisissa). Tassd edellinen vaihtuu aina seuraavan pai-
kalle ja viimeinen pydrihtds ensimmaisen tilalle. Esim: (1234) = (ﬁgg) Yhden mit-

tainen sykli = alkio ei vaihda paikkaa.

Kun merkitdan kirkien eri varitystapoja (konfiguraatioita) C;:1la (nelién ja kahden virin tapauk-
sessa niitd on yhteensd 24 =16 kpl: S = {cy, ..., c16}) ja permutaatioita ;114 (nelion tapauksessa
8 kpl, kun lasketaan erilaiset kierrot ja peilaukset: G = {my, ..., 77}, missd 7o = 360° kierto = ei
muutosta”), niin:

Ekvivalenssiluokka on niiden varitystapojen c¢; joukko, jotka voidaan muttaa toistensa
nikoisiksi G:n permutaatioilla. Ts. ekvivalenssiluokkien méaara = “oikeasti erilaisten” véri-
tysten maara.

Viéritystavan ¢ € S G-rata on niiden véaritystapojen joukko, joiden nakoisiksi G:n permu-
taatiot voivat ¢:n muuttaa. Sen 7-rata (m € G) taas on niiden viritysten joukko, joiksi
ryhmé () (eli m:n potenssien muodostama G:n aliryhmai) voi sen muuttaa.

Vérityksen/konfiguraation ¢ stabilisaattori on aliryhmi G, C G, jonka sisiltamét permu-
taatiot eivdt muuta c:std lainkaan

G:n kiintopiste on jokin ¢, joka ei muutu milldan permutaatiolla m; € G. Tasavaritykset
ovat tietysti aina kiintopisteité.

Burnsiden lemma: Fl‘ > rec ¥(m) = ekvivalenssiluokkien madrd, kun W(r) = “r:td sovel-
lettaessa muuttumattomien konfiguraatioiden maara”.

Esimerkki: “monellako tavalla 6 ihmistd voi sijoittaa pybredn pdydan ymparille?”.
m; =1 - 60° kierto, kun ¢ = [0, 5]. Erilaisia konfiguraatioita pyorittimattomélle pdydélle on
6!, joten mp = 0° = ¥(mp) = 6! ja koska kukaan ei pysy paikallaan vihankidn pydritet-
téessd, U(m;~0) =0. Vastaus: é (6!+0+0+0+0+0)=5!'=120. (Yleisesti: syklinen jir-
jestys voidaan valita (n — 1)! tavalla.)

Sykli-indeksi helpottaa laskemista: m = (1)(2)(3)(4):n sykli-indeksiesitys on zf, 7 =
(1234)m esitys on z} ja esim. m=(12)(3)(4)(5)m on x5z} . Sykli-indeksi...
Po(zy, ..y z) = ﬁ[esitysten summal

...antaa m:n eri varin virityksen ekvivalenssiluokkien méirin sijoituksella Pg(m,m,...).

Polyan lause: kun on kiytettdvissd m eri viria, erilaisten véritysten inventaariolle, eli eri
kombinaatioiden méaérien luetteloinnille, saadaan eméafunktio sijoituksella...

Po((v14 .. + o), (03 + . 4 02), .., (v +...0F))

...issd v; on VAria ¢ esittdvd muuttuja. Huom: v;:n ei sijoiteta mitddn vaan tulos katso-
taan kertoimista, koska kyseessa on eméafunktio.
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Esim.: “Montako eri tapaa on varittda 3-lapainen potkuri kun véreind on r,g ja b?’
Permutaatioryhmd G = {(1)(2)(3), (123), (132)} eli kierrot 0°, 120° ja 240°, joiden sykli-
indeksiesitykset ovat z3, z3 ja 23. Inventaario-eméfunktio saadaan siis seuraavasti:

1
Pa(zy,29,23) = §(9€§ +2x3)=>

P((r+g+0b), (r* 4+ ¢>+ ), (r* + ¢ + %)) = % ((r+ g+b)3+2(r3+ g3+ b))
= 34 r2g+r2b4+rg®>+2rgb+ b+
>+ g?b+ gb? + b3
Polynomista nihdiin, ettd on 2 eri tapaa (termi 2 r g b) kun kiiytetdsn kaikkia kolmea

varid (ja 1 tapa kaikilla muilla virikombinaatioilla). Termien kertoimia voi usein laskea
multinomilauseen avulla kertomatta koko polynomia auki.
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10 Jaollisuus ja moduloaritmetiikka

Jos a on jaollinen b:114, sanotaan "b jakaa a:n" ja merkitddn: bla. Jos a # b, jakaa sano-
taan b:n jakavan a aidosti (vrt. "aito osajoukko (C vs. C)").

Alkuluku on luku, jolla ei ole yhtadn 1:sta poikkeavaa aitoa tekijda.

Aritmetiikan peruslause: jokainen positiivinen kokonaisluku n € Z™ voidaan esittis yksi-
kiisitteisesti alkulukujen tulona (eli n=pi*- p3?-...- pi* ||sp € ZT) = jokainen ei-alkuluku
on jaollinen jollain alkuluvu(i)lla

Jaollisuussaantao ja

(alb) A (ble) = (alc)

(alb) = (albc)

Jos =1y + 2z ja a jakaa kaksi muuttujista, jakaa se kaikki kolme.

Jos a jakaa luvut ¢;...c,, jakaa se myds niiden lineaarikombinaatiot: a|(c1 1+ ... + ¢p xp).

Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja eli keskenddn jaottomia, jos niiden suurin
yhteinen tekiji on 1 eli (a,b) =1 eli on olemassa x, y € Z siten, ettd ax +by=1.

10.1.1 Suurin yhteinen tekiji (GCD) ja pienin yhteinen jaettava (LCM)

Suurin yhteinen tekijd (syt tai ged, Greatest Common Denominator) merkitaan (aq, ..., a,) tai
syt(aq, ..., an) ja on suurin luku d, joka jakaa kaikki a; eli Vi: d|a;. Kahdelle muuttujalle voidaan
merkitd my6s d=ax + by, missi z,y € Z.

S.y.t 16ytyy Euklideen algoritmilla: jaetaan joka askeleella jaljella oleva luku edellisen aske-
leen jakojainnokselld ja lopetetaan kun jaannoksestd tulee 0. Viimeinen ei-nolla jaadnnds on
s.y.t. Algoritmi toimii myds useammalle kuin kahdelle luvulle, silld (a, b, ¢) = ((a, b), ¢). Esim.
d= (116298, 461952) = 18:

461952 = 3-116298 + 113058
116298 = 1-113058 + 3240
113058 = 34-3240+ 2898
3240 = 1-28984 342
2898 = 8-3424162
342 = 2-162+18
162 = 9-18+0

Lineaarikombinaatioesityksen d = a « + b y kertoimet z ja y (ja sen avulla Diophanteen yhtalon
ratkaisun) 18ytad tastd peruuttamalla. Aluksi ratkaistaan ketjun toiseksi viimeinen rivi jakojaan-
noksen suhteen, sitten ratkaistaan edellinen rivi samalla tavalla, yhdistetddn ne ja supistetaan,
ratkaistaan kolmanneksi viimeinen rivi ja jatketaan samaan tapaan alkuun asti:

342 -2.162=18
2898 —8-342=162 = 342—2-(2898 —8-342) =18
—2.2898+417-342=18

— 22898+ 17- (3240 — 1-2898) = 18
173240 — 19 - 2898 = 18

173240 — 19 - (113058 — 34 - 3240) = 18
—19-113058 + 663 - 3240 = 18

—19-113058 + 663 - (116298 — 1 - 113058) = 18
663 - 116298 — 682 - 113058 = 18

663 - 116298 — 682 - (461952 — 3 - 116298) = 18
— 682461952+ 2709 - 116298 = 18
z=2709 A\ y = — 682

3240 —1- 2898 = 342

113058 — 34 - 3240 = 2898

116298 — 1 - 113058 = 3240

461952 — 3-116298 = 113058

S O T R G A
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Pienin yhteinen jaettava (pyj tai lem, Least Common Multiple) merkitdan [a1, ...a,] tai
pyj(ai,...,a,) ja on pienin luku, jonka kaikki a; jakavat eli li Vi: a;|c.

_a-b

e a-b=syt(a,b)-pyjla,b] = pyile,b] = =5

10.1.2 Lineaariset Diophanteen yhtilot

Diophanteen yhtdlé on yhtals, jonka ratkaisuksi sallitaan vain kokonaislukja. Lineaarinen kahden
muuttujan versio: axz +by=c, jossa a, b, c € Z.

e Ratkaisuja on olemassa (d4rettémasti) joss syt(a,b)|c.
e Yksittdisratkaisun x = x¢, y = yo jalkeen yleisen ratkaisun saa kaavalla

r=x0+nb
y=yo—na'

..missd o’ ja b’ tarkoittavat s.y.t:lla (a, b) jaettuja versioita kertoimista. Huom! x:n koh-
dalla on b ja y:n kohdalla a eikd painvastoin!

e Yksittaisratkaisun saa mekaanisesti ratkomalla Fuklideen algoritmin jalkeen peruutuk-
sella z:n ja y:n yhtdléstd a z + by =syt(a, b) ja kertomalla ne sitten ¢/syt(a, b):1la. Esim:
ratkaistaan 116298 x + 461952 y = 2754:

1. Etsitéén edellisen kappaleen Euklid-esimerkin mukaan syt(116298 ,461952) =18

2. Etsitddn peruutustekniikalla ratkaisut x = 2709 A y = — 682 viliaikaiselle yht&lélle
116298 x + 461952 y = 18 (mydskin edellisen kappaleen esimerkin mukaan)

3. Todetaan, ettd 2754/18 = 153 ja sen perusteella, ettd 153 - ( — 682 - 461952 + 2709 -
116298) = 18- 153 eli £ =2709 - 153 =414477 Ay = — 682 - 153 = — 104346

10.2 Kongruenssi eli moduloaritmetiikka

o "kongruenssi modulo n" merkitdin a =b(mod n) ja tarkoittaa, ettd a mod n =bmod n eli

n|(a—0b)

o Kongruenssiluokka (eli jaannésluokka eli ekvivalenssiluokka) merkitddn [n], ja se tar-
koittaa kongruenssiaritmetiikan numeroa. Esim: [3] - [8] = [6] modulin 9 suhteen (koska 3 -
8=24 ja 24mod 9 =6)

e Kongruensiluokan kddnteisluokka [z]~! on [y] siten, ettd [z] - [y] = [1]. Esim: [3]71 = [5]
(mod 7), koska (3-5)mod7=1

e Kongruenssiyhtilé ax=b(modn) vastaa Diophanteen yhtalod az —ny=»>.

e Kongruenssiaritmetiikka tietyllda modulolla n vastaa algebrallista rengasta (tai kun n on
alkuluku niin kuntaa) Z,, (ks. "renkaat ja kunnat” kappaleesta “abstrakti algebra”).

e Kiinteisluokka on olemassa kaikille luokille joss n (=moduli) on alkuluku. T&llin vain 1
ja -1 ovat itsenss kiisinteisalkioita (ts. a? = 1(mod n)). Muillakin moduleilla voi kyll3 olla
yksittaisia kadnteistyvid luokkia.

e Korkea potenssi mod m lasketaan ottamalla vilituloksista jakojadnnss ja jatkamalla siita.
Tehokas tapa a” mod m:n laskemiseen on laskea ensin a2, a?, a®, a'®, ... periakkiisilla
nelidinneilld ja kertoa niitd sitten yhteen N:n bind&riesityksen mukaan ottamalla mod m
joka askeleen jilkeen.

e  Wilsonin lause: (p — 1)!=— 1(mod p), kun p on alkuluku. Ei ole kiytidnnollinen alkuluku-
testi, koska kertoman laskeminen on hidasta.

e Fermat'n pieni lause: a?~! = 1(mod p), kun (ei joss!) p on alkuluku ja pfa (ts. p ei ole
a:n tekiji, ts. syt(a,p)=1)

e FEulerin fii-funktio p(n) on alkioiden a; < n, joille syt(a;, n) =1, eli n:44 pienempien suh-
teellisten alkulukujen, madra. Saantoja:

e o(p)=p—1 joss p on alkuluku. Tallsin myds: ¢(p?)=p* —p2~!
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e jos syt(m,n)=1, niin p(mn)=¢(m) o(n)

e pn)=n- (1 - i) e (1 - ﬁ) (kun n= H’f pi) eli n:n alkutekijoista

e Eulerin lause: a®™ = 1(mod n), kun syt(a, n) = 1. (Jos n = p, saadaan a? ! =1
mod p.)

10.3 Suuret alkuluvut

Alkulukuja on darettéman paljon.

On olemassa sekd, alkulukukaksosia, joiden erotus on 2, ettd mielivaltaisen pitkia lukujo-
noja joissa ei ole yhtadn alkulukua.

Luvun n € Z hajottaminen alkutekijoihin on erittiin raskas operaatio. Huomioita:
e Jos pienilla alkuluvuilla testatessa tulee osuma, ts. % = k € Z, hakua k:lle pitda
jatkaa p:std (sama tekijd vol esiintyd useita kertoja)

e n:n alkutekijdissid voi olla max. 1 alkuluku p > y/n. Kaikki muut ovat tits pie-
nempii = n on alkuluku ellei y/n mukaan lukien ole 18ytynyt yhtiin tekijas,

e Tehokkain tunnettu tekijointialgoritmi on tydméaraltdan O(e‘/log"‘log(log(")))

Fermat'n pienelld lauseella (5" ~! =1 (mod n), kun n on alkuluku) voi usein todeta, etts n
ei ole alkuluku, mutta se ei ole pitava testi.

?Pseudoalkuluku kannassa 0” on jaollinen luku n, joka lapédisee Fermat'n pienen lauseen
testin ja jolle syt(n, b) = 1. Niitdkin on &drettéman monta, mutta paljon harvemmassa
kuin oikeita alkulukuja.

Carmichaelin luku on pseudoalkuluku kaikissa kannoissa b > 2. Erittain harvinaisia,
mutta niitdkin oletetaan olevan darettéméisti. = Fermat’n pieni lause ei teoriassakaan ole
aivan taydellinen alkulukutesti.

Millerin testi: pariton n ei ole alkuluku jos, kun d € N on pariton, joko:
1. b 1(modn) tai
2. b42"# —1(mod n) jollekin s € N+

?Vahva pseudoalkuluku kannassa b’ on jaollinen luku n, joka lapédisee Millerin testin kan-
nassa b. Vain oikeat alkuluvut lipéisevit testin kaikissa kannoissa syt(b,n)=1.

Rabinin todenndkdisyystesti: todennakoisyys sille, ettd jaollinen luku n on vahva pseu-
doalkuluku kaikissa kannoissa b; <n || € [1, k] on pienempi kuin 1/4F.

10.3.1 RSA-salakirjoitus

Avaimien luonti: valitaan kaksi alkulukua ¢# r ja lasketaan niiden tulo n=g¢q- 7.
e Julkinen avain eli salakirjoitusavain on pari (e, n), missi e on jokin luku, jolle
syt(e, ¢(n)) =1.
e Salainen avain eli purkuavain on pari (d,n), missi d=e~! (mod p(n)).
Viesti muutetaan/jaetaan lohkoiksi 0 < P <n
Salaus: E(P) = P°(modn)
Purku: P= E(P)%(mod n)
Allekirjoituksessa kiytetdan avaimia nurinperin: salataan purkuavaimella ja puretaan

salausavaimella.

Luvuilla ¢ — 1 ja r — 1 pitdd olla suuria tekijéitd ja g:n ja r:n on oltava jonkin verran eri
pituisia, ettei p(n)=(q —1) (r — 1) ratkea liian helposti. Luvut ovat niin suuria, etta kiy-
tdnnossa sovelletaan Rabinin todenndkoisyystestid, koska taydellisen Millerin testin ajo
kestaisi liian kauan.
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11 Graafit
e Silmukka (loop) on sivu, joka alkaa ja pddttyy samaan solmuun (414 sekoita kierrokseen
(cycle)!)
e Kierros on polku, jonka alku- ja loppusolmu ovat samat
e Lineaarinen eli yksinkertainen graafi on sellainen, jossa jokaista mahdollista sivua on kor-
keintaan yksi eiki siind ole yhtdan silmukkaa - ei-lineaarinen graafi on multigraafi
e Kaksi solmua ovat naapureita, jos niiden vililla on sivu
e Kaksi solmua on yhdistetty, jos niiden valilld on jokin polku
e Graafi on tdydellinen, joss kaikki kirjet on yhdistetty kaikkiin muihin kirkiin
e Graafin G ja sen aligraafin G; C G komplementti G — G; on muuten sama kuin G, mutta
siitd on poistettu G1:n sivut
e Graafi on yhtendinen, jos kaikkien solmujen valilld on polku
e Pyu on suunnistamaton, lineaarinen, yhten&inen, kierrokseton graafi, metsé muuten
sama, mutta ei yhtendinen
e Suunnistamattoman graafin kdrjen aste on siihen tulevien sivujen maira - suunnistetulle
on madritelty erikseen tuloaste ja ldhtéaste.
o Graafit ovat isomorfisia (G; ~ Gz), jos niilld on sama rakenne (eli voidaan maaritelld
kidntiden yksikisitteiset funktiot, jotka mappaavat solmut ja sivut graafista toiseen)
e Graafin sulkeuma C™ on yleistetyn naapurimatriisin n:s potenssi ja ilmaisee solmusta toi-
seen olevien n-pituisten polkujen miaran
e Graafien konfiguraatio on sama, jos ne ovat isomorfisia kun molemmista poistetaan ne ja
poistetaan astetta 2 olevat kirjet
e Fulerin polku kasittidd kaikki sivut tasan kerran (vastaavasti Eulerin kierros)
e Hamiltonin polku kasittidd kaikki solmut tasan kerran (vastaavasti Hamiltonin kierros)
11.1 Lauseita
e FEulerin kierros suunnistamattomassa graafissa on olemassa joss graafi on yhtendinen ja
kaikkien solmujen asteet ovat parillisia. Eulerin polku joss tasan kaksi paritonta kirkea
(jotka voitaisiin periaatteessa yhdistéd, jolloin saadaan kierros).
e Hamiltonin polulle/kierrokselle ei ole yksikésitteista olemassaololausetta, mutta:
— polkua ei ole ainakaan, jos on yli 2 kirked, joiden aste <1
. . . . 11 e 1. solmuja
— kierros on olemassa ainakin, jos kaikkien kirkien aste >
e Graafi on tasograafi (eli levitettdvissd tasoon ilman leikkaavia sivuja) joss se ei sisilld
kaksijakoisen graafin K3 3 (343 solmua kahdessa rivissi, ylarivin kaikki solmut yhdistetty
kaikkiin alarivin solmuihin mutta ei toisiin ylarivin solmuihin, ts. 9 sivua) eiki téydellisen
5-graafin K5 konfiguraatiota. (=Kuratowskin lause)
e Yhtendinen tasograafi rajaa tasolle r = e — v 4+ 2 aluetta, &dreton alue mukaan lukien
(=Eulerin kaava)
e Jos tasograafissa on yli 1 sivu ja tasoalueita r kpl, on 3r <2e jae<3v —6.
e Jos graafin kaikkien kiirkien aste on n, voi sivujen méaaran laskea kaavalla e = n v/2, silla

"jokainen kirki on yhteinen n:lle sivulle ja yhden sivun m&ardamiseen tarvitaan kaksi
kirked".
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11.2

Algoritmeja (ei-negatiivisesti) painotetuille graafeille

Seuraavat klassiset graafialgoritmit ovat ns. ahneita algoritmeja:

11.3

Primin algoritmi minimaalisen virittdjipuun hakemiseen (eli priority first search): ensin
lisatdan jonoon kaikki naapureihin johtavat sivut joiden paino on pienempi kuin jo
jonossa ehkd olevan, samaan solmuun johtavan sivun, sitten valitaan jonosta pienimméin
painoinen sivu ja toistetaan kunnes kaikki solmut on kiyty 1api.

Digkstran minimipolkualgoritmi: kuin Primin algoritmi, mutta ldhdetddn tietystd sol-
musta, lisitdan jonoon aina painojen summa (eikd pelkdstaan sivun omaa painoa) ja
lopetetaan kun tultu kohdesolmuun.

Kruskalin algoritm: minimaalisen viritdjdpuun hakemiseen: valitaan yksitellen pienin jil-
jelld oleva sivu, joka ei muodosta kierrosta jo valittujen kanssa. (Kierrostarkistus voidaan
tehdd merkitsemélld jokaiseen sivuun mihin tulosmetsin puuhun se kuuluu ja yhdista-
malld vain eri alipuita keskenddn. Alipuiden yhdistimisessd toisen puun tunnus aina
hévitetddn, joten lopuksi on jiljelld vain yksi puu.)

Kaksijakoinen graafi (bipartite graph)

Graafi on kaksijakoinen joss se voidaan jakaa kahteen joukkoon siten, ettd sivuja on vain
niihin kuuluvien kérkien vililla (ei siis saa olla esim. kierroksia)

Karjet piirretdan yleensd kahteen riviin niin, ettd joukon 1 (X) kirjet ovat ylhaalla ja
joukon 2 (Y) alhaalla.

Tyypillinen kiiyttoesimerkki on avioliitto-/opiskelupaikkaongelma, jossa henkilot X luet-
televat heille kelpaavat puolisot/koulut Y:std (ts. preferenssit esitetdén sivuina) ja sitten
yritetdan 16ytaa kaikille sopiva jarjestely.

Kaksijakoisen graafin sovitus on joukko sivuja, joilla ei ole yhteisid kirkia,
Sovitus on maksimaalinen, jos ei ole olemassa enemmaén sivuja sisiltavia sovituksia.

X jonkin osajoukon A C X wlottuvuus R(A) on kaikkien siihen sivuilla kytkettyjen Y-
karkien joukko.

Osajoukon A vaje on kokonaisluku §(A)=|A4| — |R(A)|. Huom: voi olla negatiivinen!

Koko graafin vaje §(G) on kaikkien X:n osajoukkojen vajeiden maksimi. Koska niihin
kuuluu my6s tyhja joukko ja 6(@)=0, on §(G) = 0.

Graafin tdydellinen sovitus on sellainen, jossa jokaisesta X:n kirjestd ldhtee sivu ja sel-
lainen on olemassa joss |R(A)| > |A| kaikille A C X (eli §(G) =0). Téaydellisen sovituksen
etsimiseen on olemassa useita ns. polunlaajennusalgoritmeja. T&ssé erés:
Kaydaan lapi kaikki kirjet x € X:
Jos z:lle ei ole jo valittu esittdjasivua:
Kaydaan lapi z:44n yhdistetyt kirjet y € Y jotka eivit jo kuulu sovitukseen:
Jos I6ytyy y:hyn yhdistetty kirki x2 € X joka ei jo kuulu sovitukseen:
Lisatadn sivu x2 — y sovitukseen ja palataan uloimpaan silmukkaan

Jos X-kirjet korvataan joukoilla ja Y-kirjet niistd yhteen tai useampaan kuuluvilla
alkioilla (ts. ei kiisitelld endd varsinaista graafia vaan merkitaan “preferensseja esim. xq ~
{y1, y2}, x2 ~ {y1}), puhutaan tiydellisen sovituksen sijaan joukkojen xi _, esittijisys-
teemista.

Joskus sivuihin yhdistetddn painot, jolloin yleinen ongelma on etsii joko painojen
summan maksimoiva (tai minimoiva) sovitus. Siihen sopii mm. wunkarilainen algoritmi,
joka iteroi graafin matriisiesitystd (sivujen painot matriisialkioina).
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12 Sekalaisia laskutekniikoita

12.1 Induktiotodistus

Os10 12

1. Julistetaan induktiohypoteesi (esim. 2042+, 27 =2"+1_1)

2. Induktion perusta: osoitetaan, ettd P(0) (tai P(1) tai joku muu helppo tapaus) on tosi

(esim. 2°=1]=[2"1+1=2-1=1]).

3. Induktioaskel: osoitetaan, ettid jos induktiohypoteesi (tai -oletus) P(n) on tosi, myds
P(n + 1) on tosi sijoittamalla P(n):n toinen puoli P(n 4+ 1):mn sisdan ja pyorittelemalls

algebrallisesti. Esim.

20421427 fontl = onFlFl_g
hypot. mukaan 27 +1 -1
(2ntl 1) 2ontl = 272 1| +1
antlpgntl — gn+2
o(n+h+1 — 27%2 || loga
n+2 = n+2

12.2 Nelioksi tdydentidminen

b\ 2
2 +br= (z+§) (

Esim. toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan johtaminen:

ax’+br+c = 0

;

x2+2x = 72
a a
pr b P _da e _BP-dac
2a T 4a? 4a o 4a?
b Vi —4ac
p4 - = gV —fac
2a V4 a2
. —b+tvVbi—4dac

2a
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12.3 Osamurtokehitelmi

Jokaiselle rationaalifunktiolle ggzi (N on alempaa astetta kuin D) voi muodostaa osamurtokehi-
. Aq An P . a . bx+c . .
telm@n i) 4.+ Pr(a) Missd termit ovat muotoa EFDR tai Erpr T 12 @ b,c,p, ¢ €R ja

n, m € N (jos sallitaan a, b € C, jalkimméistd muotoa ei tarvita). Kehitelmastd on hystya var-
sinkin integroinnissa.

Aluksi faktoroidaan nimittsji ensimmiisen tai toisen asteen termeihin kaavalla a 22 + bz +
c=a(x —x1) (x — x2) (tai sen suoraviivaisella laajennuksella korkeamman asteen polynomeille).
Hajotelman termit maardaytyvat saatujen tekijéiden mukaan — tapauksia on kolme:

1. reaalinen (a €R), ei-toistuva juuri = lineaarinen nimittéji, vakioarvoinen osoittaja:

_ A
L) (4a)- (. =..t z+a

+...

2. imagindérinen juuri = toisen asteen nimittdja, lineaarinen osoittaja:

Bz +C
z>+px+q

‘..)‘(z2+.z;.ﬂc+Q)‘(..‘ =t

3. n-kertainen juuri =-n termi, joissa nimittajin aste laskee:

Aq Ao An

Toror s T e T T e T
_ Bixz + Cq Boxz + Co Bnz+Chp
L) (@2t prt ) (T + (z24+pz+q)"  (22+px+q)" ! ot 22+ px+q

Hajotelman termien osoittajiin tulevat vakiot (A, B, C) eli residyt (eng. residue) voidaan
lasskea monella tavalla. Seuraavat kolme tapaa on esitetty kahden eri suuren, reaalisen juuren
avulla (ts. m, a # b), mutta ne toimivat myds korkeamman asteen tapauksissa (ts.
m) Heavisiden menetelmié lukuunottamatta ne toimivat myts moninkertaisille ja
epalineaarisille tapauksille.

12.3.1 Tapa 1: x:n valitseminen strategisesti

Lavennetaan osamurrot samannimisiksi alkuperédisen kanssa, eliminoidaan nimittdjat ja ratkais-
taan osoittajista muodostuvan polynomin tuntemattomat (A, B) valitsemalla 2 aina siten, etta
se havittda kerrallaan yhden muuttujista:

r—1 — A + B lavennetaan oikea puoli
Bx—5)(x—-3)  (Bx—-5) (z-3) b
r—1 Az —3) B(3xz—5)

Bz-5@-3  (Gz_5(-3  (Bz_5@_3) H 3z =5)(z-3)

A(x—=3)+B((3xz—5)

r—1

Valitaan strategisesti A(z —3)=0=z=3:

3—-1 = A(3-3)+B(3x3-5)<
2 = 4B
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B = 1/2
Sama temppu B:lle: B(3x —5)=0=2=5/3:

5/3—1 = A(5/3—-3)+B(3x5/3—5)<

2/3 = —4/3 A
A= —-1/2
Eli:
r—1 1 1

Bz-5)(z—3)  2Bz-5) 2(z-3)

12.3.2 Tapa 2: yhtaloryhmai eri asteisista termeista

Etsitddn murtofunktiota vastaava yhtdlo kuten tavassa 1 ja ryhmitelldsin se z:n polynomiksi
(tassd esimerkin vuoksi toisen asteen, vaikka ensimmaéisen asteenkin riittaisi):

x—1 A(x—-3)+B(Bz—-5)<
r—1 = Azxz—-3A+3Bx—-5B&

0x’+1x—1 = 02°+(A+3B)z+(—3A—-5B)
Sitten tehddin x:n eri asteisista termeists (vakiot, z:t, 2%t yms) lineaarinen yhtiloryhma:

0 =0 || turha
1 = A+3B
-1 = —-3A-58B

Ratkaistaan saatu lineaarinen yht#loryhms, (esimerkkind niytetty turha 2%:0=0 on poistettu):
1\ 1 3 A N 1 3\« 1\ (A [(-1/2
-1) \ -3 =5 B -3 -5 -1) \\B/) \ 1)2

12.3.3 Tapa 3: Heavisiden peittomenetelmi

Heavisiden menetelmd on helppo, mutta ei toimi moninkertaisten ((x + a)™) eikii epédlineaaristen
(22 + p o + q) termien kanssa. Murtofunktiota ei tarvitse vasntidd yhtiloksi kuten edellisissi
tavoissa:

Pyyhitddn vain aina yksi tekiji pois nimittdjistd ja sijoitetaan sen nollaamiseen tarvittava
vakio jaljelle jadneeseen kaavaan z:n tilalle. Poistettua tekijad vastaava residy saadaan suoraan:

x—(1m_3) | 3z-5=0=z=5/3
5/3-1
gy A= 12
z—1

) | 2-3=0=z=3
3-1

—B= 1/2
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12.4

12.5

Logaritmi

Maégritelmé: log,x = y < a¥ =z eli "mihin potenssiin a pitda korottaa, ettd saadaan ="
Ehdot: kantaluvulle a >0,a# 1 ja numerukselle z >0

logz"=rlogx

logab=1loga+logb

1og§:10g:13—10gy

al°8«® = . Esim. ™% =z.

log,1=0

log,a=1

log,z = igizz (eli kantaluvun vaihto)
Raja-arvo

Summa, erotus, tulo ja osamaira ovat triviaaleja:
lim f(z)=LAlim g(z)=M=lim f(z)®g(x)=LOM

r—a
. 1
lim ==0
z—+o0
. P . . e .
lim %:n raja-arvon saa jakamalla molemmat polynomit nimittdjan korkeimman
r—to00 1 3
. . . 222 —x+3 . 2-2+t= 2
asteen muuttujalla. Esim: lim ————= lim ——%==3
z—+oo 3TH5 z—+too 3+ 3

daretontd lahestyttdessid myGs neliGjuuresta voi usein p#adstd eroon vastaavalla jakolas-

kulla: lim +: lim —=—— = lim =T =1
z—oo VZi+1l g oo \/zz(l-&-ﬁ) T— 00 \/12\/1+m—12 o] -1

polynomin raja-arvo(n merkki: 4 oco) ddrettdmyydessd maardytyy vain ja ainoastaan kor-

keimman asteen tekijin mukaan, koska esim. 3 2% — 2%+ 22 =322 (1 — 3% + 312)

jotain ei-maardttyd arvoa lahestyvin raja-arvon saa yleensd joko faktoroimalla polyno-
meja juuriensa avulla tai viimeistdankin muuttamalla laskun raja-arvoksi ddrettomyy-
dessé:

(x—2)(x+2) . 22/ 4 . 1 1

. -2 . .
lim 55— = lim . = lim = lim == tai
z—2%° =4 g9 (2 —4) T—2 (IZ/L 4)(z +2) r—2 T2 4

1 1

. -2 . 2+)-2 . = . 1 1

r—2 - a— 0o (2"1‘;)2—4 a— 00 (;)2"1‘4; a— 00 ;+4

Tr— — 00

lim “Z—: = 0/ lim |z]|*e”=0 eli "eksponentti voittaa potenssiin korotuksen"

lim I%I: 0/ lim z%lnxz =0, eli "potenssiin korotus voittaa logaritmin"

x r— 04

IHospitalin 1. sdantd: lim f(z)= lim g(z)=0= lim Lo R, f:(m)
r—a-+ r—a-+ r—a-+ g(m) z—a+9 (I)

vain [0/0]-muotoisille lauseille!

. Huom: toimii

I'Hospitalin 2. saantd: lim g(z) = co = lim 1@ — Jim £ Huom: toimii vain [?/
r—a-+

z~>a+g(l) - z~>a+g,(m)
oo]-muotoisille lauseille ja on kiytanngllinen vain [0o/oc]-muotoisille! Tyyppien [0°], [00?],
[1°°]-muotoiset voi kuitenkin muuttaa muotoon [0/0] tai [co/oo] ottamalla logartimin.
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12.6 Trigonometristen funktioiden ominaisuuksia

e sin?zx+cosizr=1
1

V1—x2

e D(arcsinz)=

e D(arctanx)=

1+ z2

13 Merkintatapoja

13.1 Tavalliset lukujirjestelmét
e 7 = kokonaisluvut = | — o0,...,— 1,0, 1,..., 00[
e 7T = positiiviset kokonaisluvut = [1,..., 00

e N = luonnolliset luvut = ZTU{0} =[0,1,...,00]

PEZ

° = rationaaliluvut
Q q€ 7+

e R = reaaliluvut

e C = kompleksiluvut = (z€R)+i(y€R)

13.2 Kreikkalaiset kirjaimet

(Roomalaisten kirjainten kanssa yhteiset merkit harmaalla, etsimisen helpottamiseksi.)
alfa

o) v nyy
15} beeta & = ksii

v I' gamma 0 omikron
0 A delta m II pii

€ epsilon p rhoo

¢ zeeta o X sigma
n eeta T tau

¥ © theeta v Y ypsilon
L ioota v @ fii

K kappa X khii

A A lambda ¥ U psii

I myy w Q omega



HAKEMISTO

Hakemisto
dariarvopisteiden luokittelu . . . . . . ... ... 22
dariarvotehtivi

monen muuttujan . . .. ... 22

rajoitettu . . . ..o o000 22
2. asteen yhtilon ratkaisukaava . . . .. ... .. 44
abelinryhmd . . ... .. ... ... ... ... 27
affininen . . .. ... Lo oo 13
affiniteetti . . . ... ..o 0oL 13
ahne algoritmi . . . ... ... ..o 0oL 43
aika-alue . ... ..o oo o oo oo 18
algebra . .. ... o o000 27
alideterminanttikehitelmg . . . . . ... ... ... 8
alirangas . . ... ... o o000 28
alirengas

ideaali . . .. ... ... L 28
aliryhmd . . .. ... ... . 000000 27

triviaali . . ..o oo 27
alkuarvo-ongelma . . . ... ... L. 15
alkuluku . . ..o 39

pseudo- . ... .o oL e e 41

vahva . ... ... L 0L 41

SUUIT v v v v v v e e e e e e e e 41
alkulukuja

suhteellinen . . . . . ... ... ... ... .. 39
alkulukukaksoset . . . ... ... ... .. 41
analyyttinen . . .. ... ... ... .00 ... 26
argumentti (kompleksiluvun) . . .. .. ... L. 26
aritmetiikan peruslause . . . .. ... ... ... 39
aste

Kirjen . ... ... ... .. 00 . 42

Ehto- . . . . o oo 42

tulo- . ..o o oo 42
attraktiivisesti stabiili . . . ... ... ... ... 17
avaruuspinta . . ... oo L0000 21
Bellin luvut . . . ... ... 000 31
binomikertoimet . . . ... ... 000 32

yleistetyt . . . ... oL oo oo 32
binomilause . . . ... ... oo 0000 32
bipartite graph . . . . .. ... o oL 43
blokkikoodaus . . . . ... ..o oL 30
Burnsiden lemma . . . ... L0000 oL 37
Caleyn lause . . ... ... .. .......... 37
Carmichaelin luku . . . .. ... ... ... ... 41
Catalanin luvut . . . .. .. ..o Lo 34
Cauchyn residuaalilause . . . .. ... ... ... 26
Cauchyntulo . . ... ... ... ......... 20
Cauchy-Riemann . . . ... ... ......... 26
conformal mapping . . . . . ... .. 26
curl ..o 24
determinantti . . . . . .. .. L o000 8

Wronskian . . ... L0000 oL 16
diagonaali (matriisin) . . . . .. ... ... ... 6
diagonalisoituvuus . . . . .. ... 0oL 9
differenssiyhtdls . . . . . .. .. ..o 35
differentiaali . . . .. ..o o000 14

monen muttujan funktion . ... .. ... .. 21

osittais- . . . . ..o o000 15
differentiaaliyhtsls

1. kertaluvun lineearinen . . . ... ... .. 16

eksakti . .. ... Lo 15

49
eksaktiksi muuttaminen . . . .. .. ... .. 16
eksplisiittinen . . . . . ... ... .00, 15
linearisointi . . . . . . . ... ... ... ... 18
-ryhmé, 1. asteen lin. homog. . . .. .. ... 17
separoituva . . . ... 0oL 15
tasa-asteinen (homogenous) . .. .... ... 15
tavallinen . . . . ... ... .. o L 15
tavallinen 2. asteen . . . . ... ... .. ... 17
differentiointi . . . . . .. .. ..o 14
Dijkstran minimipolkualgoritmi . . . .. ... .. 43
dimensio (avaruuden) . . .. ... ... .. ..., 6
Diophanteen yhtdls . . ... ... ... ..... 40
distribuutiosdnnét . . . . . ... L. Lo 28
divergenssi . . . . .. ..o oo 24
divergenssilause . . . . ... ..o 24
ekvivalenssiluokka
kongruenssi . . . . .. ..o oL 40
permutaatioryhmén . . . ... ... ... .. 37
ekvivalentti koodaus . . . ... ... ... 30
emifunktio . . . ... ... L. 32
eksponentiaalinen . . . ... ... ... ... 32
tavallinen . . . . ... ... oo 32
enumerointi . . . ... L0000 0oL 32
epdstabiili piste . . . ... ..o 0oL 17
erillisten syklien tulo . . . . . ... ... ... .. 37
esittdjdsysteemi . .. ... ..o o000 43
Euklideen algoritmi . . . ... ... ... .... 39
Eulerin
fii-funktio . . ... ..o Lo oo 40
kaava . . . ..o oo 26, 42
kierros . . . . ... ... oo 42
lause . . . ... 41
polku . . ... 42
Fermat’'n pieni lause . . . . ... .. ... .... 40
Fibonaccin luvut . . . . . .. .. .. ..., 34
field . .. ... L 28
Fii-funktio . ... .. ... .. . L o000 40
flux . ... 23
Fourier-kosinisarja . . . . .. ... ... ..... 20
Fourier-sarja . . . ... ... ... ... ... 20
Fourier-sinisarja . . . . ... ... ... ... .. 20
fundamentaalikunta . . . . . .. ... ... 30
funktioavaruus . . . ... ..o 6
Galois-kunta, . . . .. ..o Lo oL 30
Gaussin eliminaatio . . . . . . ... .. ... .. 7
Gaussin laki . . . .. ... oL Lo 24
Gauss-Jordan . . . .. ... Lo oL 7
ged Lo e 39
generoiva funktio . . . .. .. ..o 32
generoiva matriisi . . . ... o000 0oL 30
graafi . . ... Lo Lo Lo 42
algoritmeja painotetuille . . . . . .. ... .. 43
kaksijakoinen . . . .. .. ... 0oL 43
komplementti . . . . ... ... ... ... 42
lineaarinen . . . . ... ... L 42
multi- . . ... 42
painotettu . . . . . .. ..o o000 43
tiydellinen . . ... ... ... ... .. 42
taso- . ..o 42



50

yhtendinen . . .. .. ... ... 0L, 42

yksinkertainen . . . ... ... 0000 42
gradientti . . . . ... ..o oL 21, 21, 24
Gram-Smidth ortonormalisointi . . . . . . . . ... 9
Greenin lause . . . .. .. .. ... .. ... 23
BIOUD  + v v v v v e e e e e e e e e e e e 27
hajaantuminen . . ... ... .. .. ... ..., 19
Hamiltonin kierros . . . . .. .. ... .. .... 42
Hamiltonin polku . . . ... ... ... .. ... 42
Hamming-etdisyys . .. ... ... ... ..... 30
Hammingin matriisi . . . ... ... ... .... 30
Hamming-koodaus . . .. ... ... ....... 30
harmoninen (skalaarikenttd) . . . ... ... ... 24
Heavisiden menetelmsa . . .. .. ... ... ... 46
Hessian . . . .. ... ... ... . ... 22
homogeeniset koordinaatit . . . . .. .. ... .. 12
homomorfismi . . ... ... ... ... ... 27

TENZAS-  + v v v v e e e e e e e e e e e e 29
ideaalipiste . . . . . . .. ..o L oo L. 12
ideaalisuora . . . . . . . ... oo 12
ideaalitaso . . . . .. ..o oo oo 12
induktio

;askel ..o oo 44

-hypoteesi . . . .. ... ... L. 44

perusta . .. ... oo 44

~todistus . ... .o oo 44
Inkluusio-ekskluusio-periaate . . . . .. ... .. 31
integral domain . . . . ... oL 28
integroiva tekija . . . . ... oo 16
inventaario . . . ... ..o 0oL 37
isocline . . ... ... o o o 16
isomorfinen

graafi . ... ..o Lo o 42
isomorfismi . . . ... ... L 27

TENZAS-  + v v v v e e e e e e e e e e e e 29
jddnnosluokka . ... Lo o oL 40
Jacobian-matriisi . . . ... ..o 000 14
jaollisuus . . . . .. .. ..o oo 39

SSEANGOJE . . . . . o 39
johtokerroin . . ... ... oo 29
kddnteisluokka . . . ... oo 40
Kirjenaste . .. ... ... .00 42
kanta . ... ..o oo oo 6, 8,8

luonnollinen . . . . .. .. ... ... .... 6, 8

ratkaisun (ODE) . . . ... ... .. .. ... 16
kantaluku (logaritmin) . . . . ... ... .. ... 47
kantaluvun vaihto . . . ... ... o000 47
karakteristinen polynomi

rekursion . . . ... ..o oL 35
karakteristinen polynomi (matriisin) . . .. .. .. 9
karasteristika (renkaan) . . . ... ... .. ... 28
kernel . . . . ... oo oo 6, 12
kertaluku

alkion . . .. ... Lo o Lo 27

differentiaaliyhtdléon . . . . . .. .o 15

rekursion . . .. ... ..o oL 35

ryvhmdn . .. ... .o o000 27
ketjusidanto

monen muuttujan . . . ..o 14
kierros . . . ... oo 42
kiintopiste . . . . ... Lo oo 37
Kleinin ryhmd . . ... ... .00 o000 28
kokonaisalue . . . ... ... ... 28
kokonaisluvut . . . ... ... o 0oL 48
kombinaatio . . . ... ... 31
kombinatoriikka . . . ... ..o 0oL 31

Os10

kommutatiivinen . . . . . .. .. ... L0 27
kompleksiluku . . .. ..o 00000 26
kompleksiluvut . . . . ... o000 48
kompleksinen funktio . ... ... ... ... .. 26
konfiguraatio
graafin . .. ... Lo oo 42
kongruenssi . . . . ... ... o 0oL 40
luokka .o oo 40
-yhtdld . . ... 40
konjugaatti . . . . ... ... oo 26
konservatiivinen vektorikenttd . . . . . . .. . .. 23
koodisana . . . . . .. ... Lo 30
kooditeoria . . . . . . .. ..o 30
korkea potenssi . . . . . ... Lo 40
kreikkalaiset kirjaimet . . . . ... ... ... .. 48
kriittinen piste . . . . . ... oL 17, 22
Kruskalin algoritmi . . . .. ... ... ..... 43
kunta . . . .. ..o oo oo 28
fundamentaali- . . .. ... ... ... ..., 30
Galois- . . .. ..o 30
Kuratowskin lause . . . . ... ... ... 42
kuvaus . . . ... o000 000 oo 12
affini . . . ... 13
lineaari- . . . . . ... ..o oo 12
kyyhkyslakkaperiaate . . . . ... ... ... .. 31
ldhde . . .. . . . o oo 24
ldhtoaste . . . . . .. ..o Lo 42
Lagrangen funktio . . . ... ........... 22
Lagrangen kerroin . . . . .. ... ... .0 22
Lagrangen lause . . . . ... .. .. ....... 28
Laplaceemuunnos . . . . . . . .. ... ... 18
laplace-yhtdle . . . . .. ... ... oo 24
laplacian . . . . . . ... 0000 24
lem . .. .. 40
least squares fit . . . . ... ... ... ... 13
Leibnizin lause . . . . .. .. ... .00 19
litkeryhmd . . . ... ..o o000 36
liittoluku . . . . . ..o oo oo 26
lineaarialgebra . . . . . .. ... o 0L 6
lineaarialgebran aksioomat . .. .. ... .. ... 6
lineaarikombinaatio . . . . .. ... ... .. 6
lineaarikuvaus . . . . . ... ... 0oL 6, 12
lineaarinen riippumattomuus (funktioiden) . . .. 16
linearisaatio . . . . . .. .. ... ... 14
linearisointi . . . . .. .. ... .. ... 18
logaritmi
laskusgdntoja . . . . . ..o oo 47
luonnolliset luvut . . . . . .. ..o 48
Markovin ketju . . . . ... o000 13
matriisi
derivaatta . . . . . ... ... 10
eksponentti . . . ... ..o oo 10
GENETOiVAa . .« v v v h e e e e e e e 30
normalisoitu . . . . .. ... ... L. 30
Hessian . . . ... ... .. ... ... ... 22
Jacobian . . ... ..o Lo 14
kiddnteis- . . . ... Lo 7
ortogonaalinen . . . ... .. .. ... .. ... 6
STENZAS . . e e e e e e e e e e e e e e e 29
sdgnnéllinen . . . ... L0000 oL L 6
singulaarinen . . . ... ... L0 6
stokastinen . . . ... ... 13
tarkistus- . . . ... ..o Lo o oL 30
tulo ... oo oo 6
matriisifunktiot . . . . .. ..o oL, 9
metsd . ... ..o Lo 42



HAKEMISTO

Millerin testi . . . . . . . ... ... ... 41
moduli (kompleksiluvun) . . ... ..o 26
moduloaritmetiikka . . . .. ..o 39, 40
monoidi . . . . . ... 27
multigraafi . . . ... L0000 42
multinomikertoimet . . . .. ... ... 32
multinomilause . . .. ... .0 0oL 32
naapurisolmu . . . . ... Lo oo 42
nabla . . .. .. L e 24
NAPA v v v e e e e e e e e e e e e e e e 26
napakoordinaatisto . . . . .. .. .. L. 22
neligksi tdydentdminen . . . . . .. ... ... 44
neutraalialkio . . . . . ... ... 0L 27
nollapolynomi . . . ... ... ... 0L 29
nollatekiji
alto . .. .. e e e e 28
normi (matriisin) . . . .. ... L. 6
nullcline . . . .. ... ... . 0000, 16
NUMETUS  « v v ¢ v v v v v e e e e e e e e e 47
ODE . . . . . e 15
ominaisarvo . . . . . ... o e e e e 9
ominaisvektori . . .. ..o oL 9
order ... .. e e e e e e e e e e e e 27
oribitaalisesti stabiili . . . . . .. ... ... ... 17
ortonormaali . . . . ... ... L. 9
ortonormalisointi . . . .. ... ... .00 9
ortonormeerattu . . . . ... L0000 L 6
osamurtokehitelms . . . ... ... 0oL 45, 45
osittaisderivaatta . . . . . . ... oL 21
osittaisdifferentiaali . . . . . .. .. ... ... 15
ositus . ... Lo e 34
pisdarvo (kompleksiluvun) . . .. ... L. 26
painopiste . . . . . ..o oo 11
painopistekoordinaatit . . . . . . .. .. ... 11, 11
palautuskaava . . . ... ..o 35
parillinen funktio . . . .. .. ... .. ... 20
pariton funktio . . . ... ... ..o 0oL 20
Pascalin kolmio . . . . .. ... .00 0oL 32
perikkiiset sijoitukset . . . . . ... Lo 7
permutaatio . . ... ..o o000 oL 31
erilliset esittdjat . . . .. .. .. .. ... .. 37
matriisiesitys . . . .. ..o o000 37
-ryhmd ..o 37
toisto- . . .. ..o oo 31
permutaatioryhmd . . . ... ... ... ... .. 36
Picardin iteraatio . . . . .. .. ... ... ... 17
Picardin lause . . . . . . ... ..., 17
pienimmin nelidsumman sovitus . . . . ... .. 13
pienin yhteinen jaettava . . . .. . ... .. ... 40
pistetulo . . ... ..o oo oo 10
polaariesitys (kompleksiluvun) . . . .. ... .. 26
pole . . ... 26
polku . ... Lo oo 42
Polyan lause . . . .. . ... ... ... ... 37
polynomirengas . . . . . ... ... .. ... 29, 29
polynomitulo
normeerattu . . ... .. 000000 29
positiivisesti orientoitu . . . . . ... ..o L. 26
potenssi . . . . . ... oo 27
korkea . . .. ... o oo 40
potenssisarja . . . . . ..o e e . 20
laskusddnnét . . . . . ... ..o L. 33
potentiaali . . . . ... Lo oo 22
-vektori . ... ..o 22
Primin algoritmi . . . ... ... .. .. ... .. 43

projektiivinen avaruus . . . . .. ... L. 12

51
projektiivinen taso . . . . . . .. .. ..o 12
projektio . . . . ..o oo o oo 11
ortogonaalinen . . . ... ... ... ... .. 12
-sdde L. Lo o 11
“taso L. Lo Lo 11
yhdensuuntais . . .. ... ... .. L., 11
pseudoalkuluku . . . . . ... .00 oL, 41
puoliryhmd . . . . .. ... .. ... ... ... 27
PUUL . . o vt e e e e e e e e e e 42
531 40
Rabinin todenndkéisyystesti . . . . . .. ... .. 41
raja-arvo
laskusddntoja . . . . . .. oo 47
monen muuttujan . ... ..o o L 21
Tangi . .. . e e e e e e e e 6
rank . ... L e e e e e e e e e 6
rankki . ... L0000 oo 6
rata ... Lo e e e 37
rationaaliluvut . . . . . ... o000 48
reaaliluvut . . . . .. ... Lo 48
redusoimattomuus . . . ... ..o 29
suhteellinen . . . . ... ... ... ..., 29
redusoituvuus . . . ... ... Lo 29
rekurrenssiyhtdlo . . . . ... ... ... ... .. 35
rekursio . . . . .. ..o Lo Lo 35
TENZAS + v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 28
kommutatiivinen . . . . ... .. ... L. 28
matriisi- . . . . ..o oo 29
polynomi- . . . ... ... . L. 29
rengashomomorfismi . . . .. ... ... ..... 29
residue . . . . ..o oo L o 45
residy . . ... Lo o 45
reuna-arvo-ongelma . . . .. ... ... L. 15
ring . . ... 28
ristioperaattori . . . . . ... L0000 10
ristitulo . . . ..o oo o oL 10
-matriisi ... 0L 10
rook polynomial . . ... ... ... ... ..., 34
roottori . . . ... oL oo 24
RSA-salakirjoitus . . . ... ... .. ..., .. 41
ryvhmd . . . ... oo 27
Kleinin . . . . . .. ... 00000, 28
syklinen . ... ... ... . ... .. ... 27
ryhmikoodi . . . . .. .. ... .. o L. 30
sddnnéllisyysaste . . . .. ..o 0oL 6
T2 - 19, 19
Fourier- . . .. .. ... .0 000 20
harmoninen . . . ... ... ... ... ..., 20
potenssi- . . . .. ..o 0oL 20
Taylorin . . . . .. .. ... ... . ..., 20
SEMIGIOUP « « v v v v v v e e e e e e e e 27
silmukka . . ... .00 oo oo 42
similaarisuus . . . . . ... L. Lo 9
similariteettimuunnos . . . . . ... .. ..., 9
sink ... s 24
sisdtulo . . ... Lo oo oo 10
skalaarikenttd . . . . . ..o oo 22
harmoninen . . . . .. ... ... .. ..... 24
skalaarikolmitulo . . . .. ... .00 11
skalaaritulo . . .. .. ... Lo 000 10
SOULCE « v v v v v v e v e e e e e e e e 24
sovitus
kaksijakoisen graafin . . . ... ... ... .. 43
stabiili piste . . ... .. o 00000 17
stabilisaattori . . . . . ... ... Lo 37
s-taso .. Lo Lo e 18



52
Stokesin lause . . . . ... L. 24
Strilingin luvut, 2. lajin . . . .. .. ... .. .. 31
sulkeuma . . ... Lo 0oL 42
SUOTA v v v v v v v e e e e e e e e e e e 11
ideaali- . . . ... ... o oo 12
normaalimuoto . . . . .. ... ... L. ... 11
painopistekoordinaatit . . . . . . .. .. ... 11
parametrimuoto . . . .. .. ... 11
5 572 i 11
-viuhka . .. ..o 11
suworatulo . . . . ... ..o 27
suppeneminen . . . . ... e e e e .. 19, 19
absoluuttinen . . . . ... ... ... ... 19
ehdollinen . . . .. .. ... ... ....... 19
testaus . ... oL oo oo 19
suppenemisintervalli . . . ... ... L. L. 20
suppenemiskeskus . . . ... ... L. 20
suuntakenttd . . . .. . ... L. 16
suurin yhteinen tekija . . .. .. ... ... ... 39
sykli-indeksi . . . . . ..o oo o L 37
syklinen jirjestys . . . . . .. ... 37
syklinen ryhmi, . . . . . ... ... ... 27
symmetrinen ryhmd . . . .. ..o 36
syndrooma . . . ... o oo e e e 30
systemaattinen . . .. ... ..o 0oL L. 30
SYt .o e e e 39
tdydellinen sovitus . . . . . . .. ... ... 43
tarkistusmatriisi . . . . ... ... 30
tasa-arvokAyrd . . . . . . oo 16
tasapainopiste . . . ... ..o oL 17
taso ... oo o 11
ideaali- . . . ... ... o Lo 12
normaalimuoto . . . . . ... ... ... ... 11
painopistekoordinaatit . . . . . . .. ... .. 11
parametrimuoto . . . .. .. ... 11
projektiivinen . . . ... ... oL 12
Taylorin sarja . . . . . . .. ..o 20
tehosuhde (koodauksen) . . ... ... ... ... 30
tetraedri . . . ... ..o oo 11
toistopermutaatio . . . ... ..o 000 L. 31
tornipolynomi . . . . . ... oL 34, 34
transformaatio . . .. . ... .. L. 12

OsI10

transpoosi . . . ... oo oo 6
tulo
Cauchyn . .. ... ... ... ..., 20
formaali . . . ... .. ... ... ... 24
matriisi- . . . . ..o oo 6
piste-/skalaari-/sisi- . . . . ... ... ... 10
polynomi- . . . ... ... o Lo 29
risti- ... L oo 10
skalaarikolmi- . . . . . ... ... ... 11
SUOTA v v v v v v e v e e e e e e e e e e e 27
vektori- . . .. ... ..o 10
tuloaste . . . . .. L. Lo oo 42
157 J P 23
ulottuvuus (osajoukon) . . ... ... ... ... 43
unkarilainen algoritmi . . . . ... ... ... .. 43
vadrinjarjestys . .. ..o oL o000 31
vahva pseudoalkuluku . . . ... .. ... .... 41
vaihekulma . . . ... ... ... ... ... 26
vaihekuvaaja . . . ... ... .. ... .. .. 17, 17
VAJE ¢ e e e e e e e e e e e e e e e e e e 43
vakiotermi . . . . .. .. ..o 29
vasta-alkio . . . ... ..o oo oo oL 27
vektorikenttd . . . .. ... oo 22
konservatiivinen . . . . ... ... L. L. 23
vektoripotentiaali . . . . . ... ... L. 22
vektoritulo . . .. ... Lo oo 10, 10
viivaintegraali . . . . . ... ..o 23, 23
suljetun kiyrdn) . ... ... .. 23
virheenpaino . . . ... ... .. ... ... .. 30
virherakenne . . . .. ... ... .. L. 30
virittdd (ryhmd) . . ..o 27
VUO v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 23
Wilsonin lause . . . . . ... ... L. 40
Wronskian-determinantti . . . . . . . ... ... 16
ydin . ..o oo e 12
ydin (lineaarikuvauksen) . . . .. .. .. ... ... 6
yhdensuuntaissirmio . . . . . ... ... ... .. 13
yhdistetty solmu . . . .. ... ... ... .. 42
ykkosalkio . .. ..o oo oo oo 28
yksikk6 . . ..o oo 28
ylimddratty yhtaléryhma .. . ... ... 13

yritefunktio . . . . ... Lo o000 35



